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PREFAZIONE 



Le analisi di Thomson, di KirchhofT, di Weber e di Helm- 
holtz sulle correnti elettriche hanno posto in luce due fatti, 
dei quali le idee moderne sulla correlazione delle forze fisiche 
accrescono l’importanza: l'analogia delle leggi della propaga- 
zione dell'elettricità nei fili di resistenza infinitamente piccola 
con quelle della propagazione del suono nei tubi e nelle verghe 
vibranti longitudinalmente, e l’analogia della propagazione del- 
l'elettricità nei fili di resistenza infinitamente grande con quella 
del calore nei corpi solidi. 

Collo scopo principalmente di vedere fino a qual punto sus- 
sistano queste analogie, e fino a qual punto esse possano con- 
correre coi risultati di altre teorie ad indicarci la via per 
iscoprire la vera natura dei fenomeni elettrici , io mi propongo 
di studiare la propagazione degli stali elettrici nel caso semplice 
di un conduttore filiforme immerso in un mezzo perfettamente 
isolante e senza derivazioni, e di applicare con metodo uniforme 
le leggi cosi trovate a casi tali e cosi ordinati, che valgano a 
mostrarmi come quelle leggi si trasformino gradatamente, mentre, 
variando la natura del conduttore , la resistenza del circuito 
cresce da zero fino all’infinito. 
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Le sole ipolesi , che la legge di Ohm valga per le correnti 
variabili come per le costanti, e che sia esalta la forinola fon- 
damentale dell’ induzione voltaica data da Weber, bastano a 
stabilire le equazioni generali del movimento dell'elettricità date 
pella prima volta dal KirchhofT. Sono cinque equazioni diffe- 
renziali fra cinque funzioni di quattro variabili indipendenti; 
le cinque funzioni sono la quantità di elettricità, riferita all'u- 
nità di volume, contenuta nell' interno del conduttore, la quantità 
di elettricità, riferita all'unità di superfìcie, accumulata alla su- 
perficie del corpo, e le tre componenti dell' intensità della 
corrente parallelamente ai tre assi coordinati; le quattro va- 
riabili indipendenti sono il tempo e le tre coordinale. Queste 
equazioni si semplificano e si riducono a due nel caso di un 
conduttore lineare, cioè avente la forma di un filo di sezione 
infinitamente piccola ; ed in queste equazioni non figurano più 
che due funzioni di due variabili indipendenti: la quantità di 
elettricità contenuta nel filo riferita all' unità di lunghezza e 
l'intensità della corrente, funzioni entrambe del tempo c dell'arco 
di conduttore compreso fra un'origine data ed il punto che si 
considera. 

Espressi con serie trigonometriche gli integrali delle equazioni 
cosi ridotte, io considero successivamente i casi di una resi- 
stenza infinitamente piccola, di una resistenza finita e di una 
resistenza grande oltre ogni limite. 

Nel primo caso l'analogia fra i due fenomeni : la propagazione 
dell’elettricità nei fili e quella del suono nei tubi e nelle verghe 
vibranti longitudinalmente è completa. Alla condensazione del 
corpo vibrante corrisponde la carica elettrica del conduttore, 
alla velocità della vibrazione l'intensità della corrente. Come la 
condensazione e la velocità, cosi la carica elettrica e l'intensità 
della corrente, si trasmettono sotto forma di due onde uguali 
propagatisi in versi opposti con velocità uniforme; questa ve- 
locità è quella della luce. 
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Nei piccoli tubi il suono si propaga meno rapidamente, che 
nello spazio illimitato, e la velocita di propagazione ù tanto 
minore, quanto è minore il diametro del tubo, e quanto più 
lunga è l’onda. Nella propagazione dell’elettricità avviene lo 
stesso. Se invece di supporre la resistenza infinitamente pic- 
cola, le si attribuisce un valore finito, purché inferiore ad un 
certo limile, la carica elettrica e l’intensità della corrente sono 
rappresentate ancora ciascuna da una serie, ad ogni termine 
della quale corrisponde un'onda semplice; ma tutte queste onde 
si propagano lungo il filo con velocità diverse e tanto maggiori 
quanto è maggiore il numero d’ordine del termine corrispon- 
dente, quanto più l'onda è corta. Diminuendo la resistenza, tutte 
queste velocità convergono verso quella della luce, come au- 
mentando il diametro del tubo, in cui si propaga un suono, 
tutte le velocità delle onde semplici, di cui questo è composto, 
convergono assintoticamenle verso quella del suono in un mezzo 
illimitato. 

Aumentando ancora la resistenza, la velocità delle ondò più 
lunghe si riduce a zero e poi diventa immaginaria. Il primo 
termine delle serie, e dopo il primo successivamente tutti gli 
altri cessano di rappresentare un’onda ; le serie si scompongono 
così in due parti ; la seconda parte rappresenta ancora un moto 
propagantesi per onde analoghe a quelle sonore; la prima parte 
invece rappresenta una funzione, che non trova finora riscontro 
in nessuna di quelle, che esprimono leggi fisiche di altri ordini. 

Col crescere della resistenza tutti i termini delle serie passano 
successivamente dalla seconda alla prima parte. Al limite, quando 
la resistenza diventi infinita, la quantità di elettricità, che si 
trasmetterà per onde, sarà infinitamente piccola. Ma intanto i 
termini delle serie si saranno trasformali per modo, che la 
funzione rappresentante la carica elettrica soddisferà a quella 
stessa equazione alle derivale parziali, dalla quale dipendono le 
leggi della propagazione del calore nei corpi solidi. 
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Questi ratti, posti a confronto coi dati di altre teorie, fanno 
intravedere, come quel medesimo etere, a cui si attribuisce la 
propagazione della luce e del calore raggiante, intervenga nei 
fenomeni elettrici, e come l'esistenza di questo veicolo universale 
delle energie fìsiche possa trovare una dimostrazione di più in 
due leggi affatto sperimentali: la legge di Ohm e quella dei 
fenomeni d’induzione. 



\ 
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Definizioni ed ipotesi fondamentali. 



1. Gli siati delirici dei corpi si rivelano mediante attrazioni 
c ripulsioni esercitate sui corpi vicini. Queste forze, che se- 
guono la legge di Coulomb, determinano il segno degli stati 
elettrici e diinno la misura delle quantità di elettricità. Un 
corpo elettrizzato è in istato elettrico positivo o negativo, se- 
condochò un vetro stato strofinato con una stoffa di lana lo 
respinge o lo attrae, e noi diciamo che in quel corpo vi è 
un'unità di energia elettrica od una quantità di elettricità uguale 
ad uno, quando questa quantità di elettricità, se fosse riunita 
in un unico punto , eserciterebbe alla distanza di un millimetro 
sopra un punto materiale, su cui fosse concentrata una quautilà 
di elettricità uguale ad essa, una ripulsione capace di impri- 
mere alla massa di un milligrammo l'accelerazione di un mil- 
limetro. 

2. La trasmissione degli stati elettrici fra le parti di un 
corpo costituisce una corrente elettrica. È indifferente considerare 
la corrente come la propagazione di un solo de’ due stali 
elettrici opposti , o come la propagazione simultanea de’ due 
stali in versi contrarii. Adottando questa seconda maniera di 



enunciare il fenomeno, noi diciamo verso della corrente il 
verso in cui si trasmette l'elettricità positiva. 

Supponiamo dapprima, che in ogni punto di un corpo la 
trasmissione si faccia 'parallelamente ad una data direzione. 
So la corrente è costante, tutte le sezioni del corpo perpen- 
dicolari a quella direzione sono attraversate in un dato intervallo 
di tempo da una medesima quantità di elettrici ih positiva in 
un senso, e dalla medesima quantità di elettricità negativa 
nel senso contrario. Noi diciamo intensità della corrente la 
quantità di elettricità positiva trasmessa attraverso ad ogni 
sezione in un minuto secondo. 

Se la corrente varia col tempo, sia q' la quantità di elettricità 
positiva che ha attraversato una data sezione dopo il tempo t ; 

la derivata rappresenta la quantità di elettricità positiva 



che passerebbe per quella sezione nell'unità di tempo, se alla 
fine di t la trasmissione diventasse costante. È il valore di 
questa derivata che noi denominiamo intensità delia corrente 
nella sezione data e nell'istante considerato. 

Ed analogamente, qualunque sia la forma di un corpo e 
comunque vi avvengano trasmissioni di stati elettrici, se in 
questo corpo consideriamo un punto e se la quantità di elet- 
tricità positiva, che nell’elemento di tempo di successivo all’i- 
stante t aitraversa normalmente un elemento superficiale di 
area w comunque collocato in quel punto, è iudt, la quan- 
tità io dicesi intensità della corrente elementare nel punto e 
nell’istante dati e nella direzione della normale all'elemento 
piano. La quantità finita i si può denominare intensità unitaria 
o riferita all'unità di superficie in quel punto, in quell' istante 
ed in quella direzione. 

3. Se stando la stessa la causa, che in un dato istante 
tende a produrre il movimento dcU'elcttricilà, stando le stesse 
la forma, le dimensioni, la posizione del corpo, in cui questo 



Digitized by Google 



3 



si deve manifestare, stanilo le stesse tutte le altre circostanze, 
si suppone, che vari! la materia, di cui il corpo è formato, 
si ammette, che l'intensità unitaria della corrente in ciascun 
punto varii proporzionalmente ad una costante dipendente solo 
dalla natura del corpo; e questa costante dicesi coefficiente di 
conducibilità. 

Quest’ipotesi non è altro che un'estensione della legge di 
Ohm; per correnti costanti essa è provala vera da tutte le 
esperienze ; e per correnti variabili essa è giustificata dal fatto 
sperimentale, che nei fenomeni d’induzione, ove la causa della 
corrente comincia ad apparire, cresce c torna a zero, la quantità 
totale di elettricità messa in movimento nel circuito indotto k 
proporzionale al coefficiente di conducibilità. 



11 valore del rapporto — dell'intensità unitaria i della cor- 



rente in un dato punto del corpo ed in una data direzione, 
al coelTiciente di conducibilità k del corpo , non dipende , in 
grazia del principio precedente, che dalla causa del movimento 
elettrico c diccsi la forza elettromotrice agente in quel punto 
ed in quella direzione. 

Si sa che per un corpo, sul quale non agiscano fenomeni 
d’induzione nè azioni elettrostatiche dovute a cause esterne, è 
possibile una sola distribuzione dclfelettricità esistente su di 
esso, polla quale vi sia equilibrio elettrico, c clic questa di- 
stribuzione è quella, per cui il potenziale di tutta quell’elet- 
tricità ha un medesimo valore in tutti i punti dell’interno c 
della superficie del corpo. Se il potenziale non è costante v’è 
corrente, ed estendendo a tutti i casi ciò, che la distribuzione 
dclfelettricità libera lungo il circuito data da Ohm e provata 
sperimentalmente da Kohlrausch dimostra pel caso speciale di 
una corrente costante percorrente un conduttore filiforme, si 
ammette che, detto Q il potenziale c ds uno spazio infinitamente 
piccolo percorso nella direzione s , l’ intensità unitaria della 
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corrente in un punto dato, e nella direzione s sia proporzionale 

dQ. 

al coefficiente differenziale —r~ ■ 

ds 

Essendo cosi tra loro proporzionali la fona elettromotrice 
e la derivata del potenziale, esse si possono ridurre ad una 

. dQ 

medesima unita di misura; e siccome — esprime 1 attra- 
zione elettrostatica che l’elettricilk distribuita sul conduttore 
eserciterebbe sul punto considerato, se su questo punto fosse 
riunita una quantità di elettricità uguale ad uno , così noi 
possiamo assumere come unità di forza elettromotrice quella 
forza elettromotrice, che equivale ad un'attrazione elettrostatica 
uguale ad un mezzo (*), capace cioè di imprimere in due 
minuti secondi alla massa di un milligrammo la velocità di 
un millimetro. 

Scelta l'unità di intensità, scelta l'unità di forza elettro- 
motrice, ne risulta l'unità per le conducibilità. È uguale ad 
uno la conducibilità di quel corpo, in cui una forza elettro- 
motrice uguale ad uno produce una corrente di intensità unitaria 
uguale all'unità. 

4. Le unità che abbiamo scelto sono quelle conosciute col 
nome di unità meccaniche , e si passa da queste alle elettro- 
magnetiche mediante il dato della fisica sperimentale, che le 
unità elettromagnetiche di intensità, di forza elettromotrice, di 



(*) Diciamo uguale ad un mezzo e non uguale ad uno per servirci di 
un'unità già in uso. Quest'unità didatti è stata proposta e determinata 
da Weber. Ora Weber immaginava la corrente come costituita dallo 
scolo in sensi contrarii di due fluidi, e definiva la forza elettromotrice: 
la forza tendente a separare un'unità di fluido positivo dalla quantità 
uguale di fluido negativo, che con esso costituisce del fluido neutro. Ora 
la forza agente sul fluido negativo fc sempre uguale e contraria a quella 
agente sul positivo, epperò la forza elettromotrice, secondo la defini- 
zione di Weber, è doppia deH’aUraziono elettrostatica rappresentata 
dalla derivata del potenziale. 
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conducibilità valgono rispettivamente > g - un ' 1 ^ 

meccaniche, essendo c una velocità, per cui le esperienze di 
Kohlrausch e Weber diedero il valore 



c = 439450 .IO 6 



millimetro 

secondo 



(*) 



II. 

Equazioni generali. 

o. Se si dicono: x, y, z le coordinate rettangolari di un 
punto del conduttore ; X, Y, Z i valori che hanno in quel 
punto, nell' istante considerato, le componenti della forza elet- 
tromotrice prese parallelamente agli assi coordinati; u.dydz.dl, 
v .dzdx .di , w.dxdy.dl le quantità di elettricità positiva, 
che si trasmettono nell’elemento di tempo dt successivo all’i- 
stante che si considera, nelle direzioni dei tre assi, attraverso 
gli elementi superficiali dydz, dzdx, dxdy ; k il coeffi- 
ciente di conducibilità del corpo; si ha per l’ipotesi fonda- 
mentale 

(1 ) . . . u = kX , v = kY , tc = k Z . 

La forza elettromotrice, di cui X, Y, Z sono le componenti, 
è dovuta in parte all’azione dell’elettricità libera distribuita sul 
conduttore, in parte all’induzione, che ha luogo per il variare 
delle correnti in tutti gli altri punti del circuito, in parte final- 
mente a cause esterne. 



(*) La notazione • secom j 0 è usata dal Weber per ricordare, che si 

è assunto per unità di lunghezza il millimetro, e per unità di tempo 
il minuto secondo. 
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Se si rappresenta con iì il valore nel punto (x, y, z) del 
potenziale dell'elettricità libera distribuita sul conduttore, le 
componenti della prima parte della forza elettromotrice sono 



( 2 ).. 






0. Per trovare le componenti della seconda parte della 
forza elettromotrice rappresentiamo con x, y\ z' le coordinate 
di un secondo punto del conduttore, con v', to' i valori 
di u, o, to per questo punto, e con r la distanza tra i due 
punti (x.y.s) ed (x\y\ z). 

Si sa dalla teoria dell'induzione voltaica, clic se in un 
elemento ds' di un conduttore l’intensità i' della corrente nel- 
l’elemento di tempo dt cresce di di ' , si sviluppa in un secondo 
elemento ds appartenente allo stesso, o ad un altro conduttore, 
e distante di r da ds' una forza elettromotrice, che in unità 
meccaniche ò espressa dalla formola 

... 8 di' ds' . . , . , 

(3)... — cos(r,rfs)cos(r, ds ) , 

' c dt r ' ' ' 



nella quale c rappresenta la velocità, 

millimetro 



c= 439450. IO" 



secondo 



Ora neU’elemenlo dx' dy di’ si hanno nell’istante consi- 
derato, nelle direzioni degli assi coordinati, delle correnti di 
intensità 

u'Jy'dz' , v'dz'dx' , w'dx'dy , 

che nell'Intervallo di tempo di aumentano di 

d u’ , . , , , de' , , , , dw' , . , , , 

-r- dt . dy di , —dl.dzdx , —dt.dxdy . 

<lt J ’ dt ’ dt 3 
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Questi clementi di corrente, aventi le lunghezze dx',dt/,dz', 
fanno colla retta r, che unisce l’elemento dx'dy'ds' al punto 
( x,y ,:) gli angoli, i cui coseni hanno i valori 

x-x' y—y' z —J 

7 7 7 

r r r 

che bisogna sostituire a cos(r,rf*') nell’espressione (3) per 
avere le forze elettromotrici elementari sviluppate da ciascuno 
di essi nel punto ( x,y,s ) c nella direzione determinata dal 

X Sj 

valore che si dh a cos (r,rfs). Facendo cos (r,ds )= — - — , si 

hanno cosi le forze elettromotrici sviluppale per induzione da 
quegli elementi di corrente nel punto ( x,y,z ) e nella direzione 
dell’asse delle x, le quali forze elettromotrici, sommale, danno 
la prima delle espressioni 



8 dxdy'dz’ 
c* r 3 

8 dx'dy'ds 
c 1 r 3 

8 dxdy'dz’ 

? P 







Le altre due dònno la totale forza elettromotrice sviluppata 
per induzione daU’elemenlo dx'dy'dz' sul punto (x,y,s) ri- 
spettivamente nella direzione dell'asse delle y e nella direzione 
dell'asse delle s, e si ottengono come la prima sostituendo a 
cos (r,ds) successivamente 

fcV e 
r r 

Perciò se si pone 
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v= (*- *') («' ( x - *') ■+■ #'(y ■ - y') ■+■ »'(* - ■ 0) ■ 
( i ) j v = [| J — r? — (y -y') (?(* - x ')-*- v '(y - y ') +»'(*-*')) . 

w =JJj^ — ~r~~ (*-*') («'(* - x ’ ) -*~ v '(y - y’ ) ■+■ ( s -*')). 



e se si intendono le integrazioni estese a tutto il volume del 
conduttore, si hanno le tre componenti della seconda parte 
della forza elettromotrice agente nel punto ( x,y,s ) espresse da 



(5)... 



8dU _8 dV 

c* dt ’ c 1 di ’ c* dt 



7. Dico finalmente F la forza elettromotrice sviluppata nel 
punto ( x,y,s ) da cause esterne al conduttore, ed F x) F r , F, 
le sue componenti parallele agli assi coordinali, ed ho nelle 
somme di queste colle (2) c colle (5) i valori delle compo- 
nenti X, y, Z della totale forza elettromotrice agente sul punto 
(*, y,s), cioè : 



( 6 )... 




4 dU_\ 
c l dt ) 

4 £V\ 

c* di ) 

4 dW\ 

c* di J 



+ F X , 
-t-F, , 
+F t ; 



onde sostituendo in (1): 




4 dU\ 
c* dt ) 

4 rfV \ 
c* r/t / 

c* </f / 



-f-AF, 

+Afj 
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8. Trattandosi qui di un conduttore in cui non v'ha equi- 
librio elettrico, non si può ammettere in generale che tutta 
l’ elettricità libera sia accumulata sulla superficie di esso, e 
nel valore di Q devo figurare anche l'elettricità distribuita 
nell’interno del corpo. Designando perciò con t'.dx'dy'dz' la 
quantità di elettricità libera contenuta nell’elemento di volume 
dx'dy'd i\ e con e'.d'S' la quantità di elettricità accumulata 
sull’elemento d*S' della superficie del corpo, si deve porre 
per 0 l'espressione 

(8) ... . 

9. £ ed e sono in generale funzioni di x,y,z c di /, ed 
ò facile trovare due equazioni tra le loro derivalo parziali 
prese rispetto a l e le funzioni u,o,jo delle medesime variabili. 

Le differenze fra le quantità di elettricità positiva , clic nel 
tempuscolo dt escono c quelle che entrano nell’elemento dxdydz 
rispettivamente nelle direzioni degli assi delle x, delle y e 
delle s, sono 



dxdy dz^-dt , 
ax 



dxdyds^dt , 



dxdyds~~dt 



La somma di queste differenze dà la diminuzione della quan- 
tità di elettricità libera tdxdydz contenuta nell'elcmcnlo, la 
quale avviene nel tempo dt in grazia del movimento dell’e- 
lettricità positiva. Il movimento opposto deU’cletlricità negativa 
dà un ugual aumento di elettricità negativa, cioè un’ egual 
diminuzione di elettricità positiva; eppcrò quella somma è la 
metà della diminuzione totale dell'elettricità libera. Questa di- 

dt 

minuzione essendo anche espressa da — dxdydz-j-^dt, si ha 
cosi 

du dv dw 1 de 

( 9 ). . . 



dx dy di 



2 dt 
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Analogamente se si denotano con (N,x), (N,y), (iV,s) gli 
angoli, che la normale all’elemenlo di superficie d'S, diretta 
verso l'interno, fa cogli assi delle x, delle y e delle s, la 
quantità di elettricità positiva, clic durante di passa dalla su- 
perfide all'interno del conduttore , è espressa da 

(ti cos. cos. ( A r , y) -htocos. (N, z))d‘Sdt , 

e quindi si ha 

\ de 

(10)... u cos. (N, x)-t-v cos. (A r , y) -+- tv cos. (N, s) = — - — . 

/Cui 

Servendoci di un'espressione usata nell’idraulica, possiamo 
denominare le equazioni (9) e (10): equazioni di continuità. 



III. 

Sull' elettricità contenuta nell' interno 
del conduttore. 



IO. Dalle equazioni precedenti si può dedurre una rimar- 
chevole relazione tra £ ed Q. Si supponga F= 0 e si sosti- 
tuiscano in (9) ad ti, », w i valori dati, in questa ipotesi, 
dalle (7) ; ricordando che 

d'Q. d'il 

— 1 h-p— = — 4 7T £ , 

dx * d\f dz 1 

si otterrà cosi 



ti 

di 



= -16/; 




LiLltE tl ll W \\ 

c' dt\dx^ dy^ dz )\ 



Ora poiché 1'espressione (i) di U si può scrivere 




-x')-t-v'(y-y')-t-w'{z 




Digitized 
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dU 

dx 






di 



dx' dy' dz' -j- u 




Si trasformino in modo analogo le espressioni di Vedi IV, 

se ne ricavino i valori di — e di —— , si sommino i risultati 

dy dz 

dU 

coircsprcssione di -j— ora trovala, e si olterrh per tal modo: 
dx 



dU dV dW 
dx dy~*~ dz 




poiché è 




per tutti i punti ( x\ y\ ;') situati ad una distanza Unita da 
( x , y, z), ed è inoltre facile convincersi, che gli integrali. 



che formano il secondo termine dei valori di 



dU rfV dJV 
dx' dy' dz ' 



estesi ad uno spazio infinitesimo, nel quale si trovi il punto 
(x,y, s), hanno valori infinitamente piccoli. 

Sostituiamo nell’integrale, che costituisce il secondo membro 



deU’ultima equazione trovata, alle derivate parziali di - rispetto 
ad x, y, z quelle rispetto ad x\ //, z prese negativamente, 
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scomponiamo quell’integrale in tre, e facciamo l'integrazione 
per parti pel primo rispetto ad x', pel secondo rispetto ad y' 
e pel terzo rispetto a z. Dicendo x,\ x\, x } ' . . . i valori di x 
per i punti in cui la retta parallela all'asse delle x, condotta 
pel punto ( i /, z') del piano delle y, z, incontra la superficie 
del conduttore, ed , r M r, . . . i valori corrispon- 

denti di «' e di r, l’integrazione rispetto ad x' dà 




\ fdx'dy'dz' du 

)~) r 13 ’ 



ossia dicendo d x S( l'elemento della superficie del corpo a cui 
appartiene il punto (x[,y',z') e che si proietta in dy'dz', ed 
(N/,x) l’angolo che la normale a quest’elemento, diretta verso 
l’ interno del corpo, fa coll’asse delle x : 






<h[ 

dx 



Le integrazioni rispetto ad y' e a z' dànno risultali analoghi , 
onde si trova 

dU dV dW 

dx~^ dy dz 

u'cos.(N',x)-*- v'cos.(t\ 7 ',y)-h w'cos. (N\ :) 

f dx'dy’dz' (du' dv' dw'\ 
r W + dJ^d?) ; 

dove N' rappresenta la parte interna della normale all’elemento 
d x S' della superficie del conduttore. Ma, avuto riguardo allo 
relazioni (10), (9) ed (8), quest’equazione si può scrivere 




dU dV dW_ 1 dQ 
dx dy dz ~ 2 dt 
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di 



dunque sostituendo nel valore di — : 
(II)... ^ = -8*(*».-Ì^S) 



Se la corrente è costante, £ ed Q sono indipendenti dal 
tempo, e perchè la (H) sia soddisfatta dev’essere e=0. 
Quest’equazione insegna adunque, che quando in un conduttore 
la trasmissione degli stati elettrici è permanente, tutti i punti 
di questo conduttore , eccettuati quelli alla superficie , sono allo 
stalo neutro. 

Ma la stessa equazione ci dice, che questo teorema, il 
quale comprende come caso particolare quello notissimo del- 
l'eleltroslalica, pel quale in un conduttore in equilibrio elettrico 
tutta l'elettricità libera si accumula alla superfìcie, non vale 
che pelle correnti costanti. Finché la trasmissione dell’elettricità 
non è arrivala allo stato di roggime, e non può essere nullo 
che eccezionalmente, ed anche l’interno del corpo è perciò 
in generale elettrizzato (*). 



(*) Ohm ammetteva, guidato dall’analogia tra la propagazione del ca- 
lore o quella dell'elettricità, che in tutti i punti di una sezione tras- 
versale di un conduttore filiforme percorso da una corrente costante 
vi fosso una stessa tcnsiono elettrostatica. Che quest’ipotesi fosso inam- 
missibile poteva dimostrarlo la semplice considerazione, che secondo 
essa un conduttore di cui tutti i punti fossero egualmente elettrizzati, 
dovrehbo poter essere in equilibrio elettrico; il che è contrario alla osser- 
vazione. 
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IV. 



Applicazione ai conduttori lineari. - Azione di un 
elemento cilindrico sopra un punto della sua 
sezione media. 

li. I conduttori ordinariamente impiegali hanno una forma 
allungata ed una sezione trasversale piccolissima a fronte della 
lunghezza. Noi non possiamo applicare le equazioni generali 
trovate se non al caso teorico di un conduttore di sezione 
uniforme ed infinitamente piccola. Conviene in questo caso 
dividere il calcolo della forza elettromotrice agente sul punto, 
che si vuol considerare, in due parli, studiando dapprima 
quella parte della forza elettromotrice, che emana da una 
porzione estremamente breve di filo, la quale si possa consi- 
derare come cilindrica, e nella cui sezione media è situalo 
il punto considerato, e valutando poi la forza elettromotrice 
dovuta all'elettricità libera ed all’induzione di tulle le altre 
parti del circuito situale da quello a distanza misurabile. 

L’elemento di conduttore, nel quale si trova il punto, di 
cui ci occupiamo, sia un cilindro a seziou retta circolare di 
raggio infinitamente piccolo rispetto alla lunghezza, ed ammet- 
tiamo, che la distribuzione si della elettricità libera come delle 
correnti sia in questo elemento simmetrica attorno all'asse. 
Prendiamo l’asse del cilindro per asse delle x, ed invece di 
y c : introduciamo le coordinate polari p c o, cosicché sia 

y = p cos. 9 , z = p sen. 9 ; 

y’= p' cos. 9 , :'= p' sen. 9’ . 

Rappresentiamo inoltre l’inlcnsilà unitaria della corrente nella 
direzione normale all'asse con c pel punto ( x , p, 9) e con 
< 7 r pel punto (x, p\ 9'), c consideriamola come positiva quando 
la corrente va dall’asse alla superficie. Abbiamo così 
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C^ffCOS. <p , 

w=z irseli. 9 , 



1 5 

^cos. (p' , 

H)' = (r'8en. p' , 



c, delti 0, ed U, i valori delle parli di 0 e di V dovute 
al cilindretto elementare, 



( 8')... o,=jJ f ix y d /- d < e '+ a f f **!£,• 

(*') U,= [[ [ dX ? r' ^ (*-®')[ , * , (*- a! ') +(7 '(l 5 cos - 






Siccome <r non è funzione che di x e di p, la (9) si puf» 
trasformare nella 



du 1 d.ptj_ I de 

d x p dp ‘idi 



e poiché nel nostro caso 



(N,x)= 1 j, (A r } y)= 9 






la (1 0) si riduce alla 

(IO')-.- 



1 de 
<T ~^dt 



12. Ciò premesso, facciamo per brevità 

x' — x=% , talché dx'=d £ , 

p'-t-p' 1 — 2 p p' con. (f — tp')=fi x , talché r*=p , -+-£', 

e dicendo l la lunghezza dell’elemento cilindrico, trasformiamo 
cosi le (8') e (4') nelle 
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Se sviluppiamo nella prima di queste espressioni e' ed e' 
secondo le potenze di £, ponendo 



1 de e * d ' e c» 

e=ze ^Tx^T7ìd^ k ■ + " 



« r =« . 



\ d 1 



dx 1.2 dx 






ovc rappresenta il valore di e' pel punto (x, p', <p') e 
non dipende che da t e da p\ gli integrali rispetto alla va- 
riabile clic figurano nei due termini di £2,, si scompongono 
in termini della forma 



1 rf'f.'l 


S'dS 


1 .2...n rfx“ | 


VF+V 


Ora si ha 


~[l 

X 



ed 




1 .2...n dx" ».+-§» 



f 



ÌlÌÌL — Ig— Va 1 " 






cd 



“V- p Jyi3M 



«* 



f-ii- 

jy^rp 



=log.(|-4-V / fi*-+-4 1 ), 



f 









= |^T|r 
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quindi il primo di quei termini, e soltanto il primo converge 
verso rinfittito mentre (3 converge verso zero. Nel nostro caso 
è a infinitamente piccolo; è perciò tale anche p, che è sempre 
compreso tra o e 2 «; tutti gli altri termini scompaiono adun- 
que a fronte del primo, e si può porre 









a r, 1 

,og P ’ 



edS, 






■ — 2 « log. p 



Portando questi valori nell'ultima espressione di Q,, ed osser- 
vando che le integrazioni rispetto a p' ed a <p debbono esten- 
dersi fra i limiti o e a e fra i limili o e 277, si ottiene: 



, = 2 ti j'p'dp'. 2£ 0 Mog. /-h 2 ir a. 2 e log. I 

« * n i* r» a« 

p'dp'sj I rfy'log.^ — 2ael <fy'log.|3 . 

o J o J o 



L’ integrale 



/»»« 

l d f' log.f3 = i l dtp' log. — 2p/a' cos. (<p — ?')) 

vale 2 7t log.p' se p'>p e 2nlog. p se p>p'; quindi, poiché 
alla superficie è sempre p'=a>p : 

f" 

— 2ae|<fy'log.f3 = — 47ra<? log. a , 
e 

— 2 I /5'rf/j'£ 0 ' i rfy log. (3 = — 4 n log . p f/s'rfpV — i ni p' dp'ej log. p'. 

J° Jo j, 
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Ma essendo « infinitamente piccolo, è facile convincersi, che 
non si trascurano che quantità infinitamente piccole, ponendo 
nell’ultima uguaglianza log. a. invece di log. p c di log. p\ co- 
sicché il secondo membro di quest’uguaglianza può ridursi a 

, — 4 a log. a I p' ejdp' . 

c / ° 

Se adunque si pone 

(12) ... 2it««-i-2k ! £ 0 'p'dp'= E , 

J o 

si ottiene finalmente 

(13) ... Q, = 2£log.^. 



Evidentemente Edx rappresenta la quantità di elettricità 
libera, che, parte all’interno, parte alla superficie, ò contenuta 
nell’elemento dx del conduttore. 

13. In modo analogo si può trattare l’espressione di U,. 
In questa immagino u' e g' sviluppali secondo le potenze 
di £ mediante le serie 



, , du 1 d x u' 

0 dx ^ 1.2 dx ' 



j _ i 



dG' 

dx 1 



1 



1.2 dx 



d * gI 
2 ^ 



) 



nelle quali u o ' c g o ' rappresentano i valori di u c di a nel 
punto (x, p\ <p') c per un dato valore di x non sono fun- 
zioni che di t e di p'. Nelle parli, in cui l’espressione di U, 
si scompone così, appariscono integrali della forma 

J(/3’+£T 

i ipiali si calcolano mediante le relazioni 
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r g"rf§ _ i i"-‘ _ 0l r 







r_£rfi_ 



g 

y^g* 



log. (%+Vt 3 ‘H-I 1 ) . 



Dogli integrali di questa forma, quand’essi sono presi Ira i 

limili — 3 c -*- 3 , quello per cui n = 2 , e soltanto quello va 

all'infinito quando /3 va a zero. Per /3 infinitesimo adunque, 
conte noi supponiamo, tutti gli altri scompariscono a fronte 
di questo, ed anche si può in questo trascurare il primo 
termine, che per /3 infinitesimo si conserva finito. 
Quest'integrale dev’essere moltiplicato per 



p'dp'dv'^uj-i-p^ -£,co8.(?-f'))^-] » 
ed il prodotto integralo rispetto a p' ed a <p' Ira i limiti 

t 

p' = 0, p'=a , e p'=0, p'=2 7 r. Ma il termine in es- 

sondo moltiplicalo per p'\ è infinitamente piccolo rispetto a 
quello in u a \ e si potrà tralasciare; cosicché si otterrà con 
un calcolo perfettamente identico a quello fatto per Q, : 

U, = in log. l - l ujs'rf/s' . 

J o 

E se si pone 

(ti)... 2 7 T i u a 'p'dp'=zi , 

s) ° 

se cioè si rappresenta con i l'intensità della corrente nella 
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sezione determinata dall’ascissa x , espressa, come al solilo, 
in unità meccaniche, si ottiene finalmente 

(15)... U, = 2i log. - • 

' ' a 



v. 

Riduzione delle equazioni generali 
nel caso di un conduttore lineare. 



14 . Per passare dai valori trovati di 0, ed V, a quelli 
di 0 e di U, si debbono aggiungere ai primi le parti che 
determinano l’azione sul punto (x, y , z) di tulli i punti del 
conduttore situati fuori dell’ elemento cilindrico che abbiamo 
considerato. 

Dicendo s un arco di conduttore, ed osservando, che, in 
grazia dell’ ipotesi di a. infinitamente piccolo, le dimensioni 
trasversali del lilo si possono trascurare per tutti i punti posti 
a distanza finita da quello che si ha in mira, possiamo scrivere 



(16)... 

06 ’)... 



Q = 2E log. 



I C Eds’ 

« J r 

U= 2 » log. ^ -+- j'i' ~ cos. (r,ds) cos. (r, ds') , 



dove gli integrali si debbono estendere a tutta la lunghezza 
del conduttore , meno l’elemento l. 

cos. (r,ds) cos. (r,ds') sono funzioni di t e 

di s , la cui forma dipende dalla curva su cui è disposto il filo , 
e pelle quali dovranno in ogni caso essere dati i valori iniziali. 

lo. Ma nell’ipotesi di « infinitesimo, per un grandissimo 
numero di casi l’aggiunta di questi due termini non introduce 



ed fi'% 
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che quantità infinitamente piccole, e la quislione riesce note- 
volmente semplificata. 

Si consideri innanzi tutto un conduttore rettilineo; in questo 
caso è chiaro che il ragionamento con cui si son trovati i 
valori di Q, e di U, si può estendere non solo ad un ele- 
mento infinitamente breve, ma anche ad una porzione finita 
di filo. Basta, per convincersene, osservare che, purché e',u',<r' 
sieno funzioni continue e finite per tutta l’eslensione del cir- 
cuito, esse si possono sempre sviluppare secondo le potenze 
di | , comunque £ sia grande, purché lo sviluppo si arresti dopo 
un numero finito n di termini, e lo si completi aggiungendovi 
il resto. Ora se con f(x) si rappresenta una qualunque di 
queste funzioni, e con 0 una frazione propria, il resto è 



V 

1 . 2 . 3 . 






e non introduce nel valore di Q, od in quello di U, che un 
termine che scompare a fronte di quello dovuto al termine 
dello sviluppo corrispondente ad n = 1 se si tratta di Q, e 
ad n=2 se si tratta di U„ purché f n (%- 1-0£) abbia un va- 
lore finito su tutto il tratto di circuito in questione. Dunque, 
se si rappresenta con /, la lunghezza di un tratto finito del 
filo, si avrà come al § precedente 






: = 20og.z , 







r i vfz& = * 9k *i' 



e quindi per un punto della sezione che divide per metà 
il tratto cilindrico stesso 



Q, = 2£’log. 



I, 
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Mettendo in luogo di /, la totale lunghezza L del conduttore, 
si avrà il valore di 12 pel punto di questo situato a meta 
della sua lunghezza. 

Se il punto per cui si vuole calcolare 12 non è quello che 
divide por metà la lunghezza del Ilio, ma è situato invece 



alla distanza - da uno degli estremi, 
n 



si debbono estendere 



gli integrali precedenti tra i limiti 
ha cosi 



1 »— 1 

/. e -i /. ; e si 

» n 




n 



^ = 1,1, ,«Ì 



c» 



log. i 



n — 1 

"li 7- 



Ma finché n non è infinitamente grande, nè uguale ad 1, il 
secondo termine di queste espressioni è trascurabile rispetto 
al primo, dunque si ha per tulli i punti del conduttore, ec- 
cettuati solo quelli clic sono infinitamente vicini alle estremità, 

(17)... S2=r2/j log. - , e similmente L r =2ilog. - . 

« a 



Per un filo dato, per cui « abbia un valore determinato, 
queste espressioni daranno risultati tanto più prossimi al vero, 

quanto più sarà grande j, e si potranno applicare a tutta la 
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lunghezza del filo, eccetluati due traiti situati ai due estremi 
c di lunghezza paragonabile al raggio a (*). 

!(i. Per maggiore generalità abbiasi un filo di sezione infinita- 
mente piccola disposto sopra una curva tale, che la distanza 
di due de’ suoi punti, i quali comprendano un arco di lun- 
ghezza finita, non sia mai infinitamente piccola. 

Se A rappresenta il punto che si ha in mira, c B, C 
sono due punti situali sul filo, uno da una parte, l'altro 

dall’altra di A a distanza finita da questo, l'integrale 
esteso a tutto il conduttore, tranne al tratto BAC, ha un va- 
lore finito, epperò trascurabile a fronte di 2# log. Può 

u 

perciò nell’equazione (16) quest’integrale essere esteso soltanto 
all’arco BAC, escluso l’elemento l. Detto <r l'arco compreso 
tra il punto considerato ed un altro punto qualunque, quel- 
l'integrale si scrive 




i i 




E f E 

od anche (convergendo — verso — col 
zero, e perciò essendo gl’integrali 



convergere di a a 




finiti) trascurando ancora il finito a fronte dell'infinito. 



(*) Quando, nel seguito, diremo le estremila del fdo, intenderemo esclusi 
questi due tratti piccolissimi. 
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cioè 




E log. 



2 AB 
l 



+- E log. 



2 AC 
l ' 



Le lunghezze AB, AC sono arbitrarie, purché finite, e si può 
quindi fare A B=AC=-L, onde 

Q = 2E log. - -+- 2 E log. y — 2 E log. - . 



Analogamente si troverebbe 

<7= 2 * log. - , 
a 

e si ricade cosi sulle (17). 

Risulta dal procedimento stesso con cui queste equazioni 
furono ottenute, che nel caso ideale di un filo di sezione in- 
finitamente piccola non influiscono sullo stalo elettrico di un 
punto del filo che gli stali elettrici de' punti a quello infini- 
tamente vicini. 

17. Sostituiamo questi valori di 0 c di U nella prima delle 
equazioni (7), che è l'unica che rimanga a considerarsi, e 
supponiamo che sul conduttore non agiscano forze elettromo- 
trici emananti dall'esterno, onde sia F= 0, ed otteniamo 



u — — ik. 



L ( dE 

log sU 



4_rf* \ 
c*rf</ ‘ 



Essendo il secondo membro di quest’equazione indipendente 
da p , anche u ne è indipendente, cosicché si può scrivere, 
stante la (li), 

i—nx'u ; 



quindi 
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(18).., 



• = — 4 re a* k 




d_E_ 

dx 



4 di \ 
?Ilì ‘ 



Una seconda equazione Ira le due quantilh E ed i si ricava 
dalle equazioni (9') e (10'). Non si ha clic da moltiplicare 
la prima per pdpdtp, integrarla per tutta la sezione del fdo, 
e sottrarne la seconda moltiplicata per 2 tra; ricordando allora 
il significato di E, si arriva all'equazione 

di 1 dE 

dx~ 2 dt 




18 . Le equazioni differenziali (18) e (19) bastano alla so- 
luzione di tutti i problemi, che si possono proporre sopra un 
conduttore che soddisfaccia alla condizione di non avere alcuno 
de' suoi punti situato a distanza infinitamente piccola da un altro 
suo punto separato da quello da un arco di lunghezza finita. 

Integrate , esse dònno E ed t per ogni istante e per ogni 
punto del conduttore. Avuto E, la prima delle (17) dà Q, 
e quindi la (11) e, purché per £ sia data la distribuzione 
iniziale. Se il valore iniziale di £ è indipendente da p, esso se 
ne conserva sempre indipendente , giacché polla (17) Q è indi- 
pendente da p, e nella (11) questa variabile non figura. Cono- 
sciuto £, si può determinare e, e quando il valore iniziale di 
£ é indipendente da p, serve a ciò l'equazione 

E=2r.ue-t-nv*£ . 



Finalmente nella stessa ipotesi é facile anche determinare a. 
Siccome infatti la (9') insegna, che perchè £ sia indipendente 
da p (*), et dev’essere proporzionale a p stesso, e la (10') 



(*) Infatti la (9') moltiplicata per pdp ed integrata nell’ipotesi di u 
ed < indipendenti da p, dà 

pfdu 1 dt\ costante 

,=- 2Ì ' 

o la costante è nulla, perchè altrimenti per p — 0 si avrebbe »= », il 
che è assurdo. 



Digitized by Google 




2G 



mostra, clic per p—a dev'essere 7 



1 de 

ìJr Sl 



Ita 



I p de 

a ~2*dt * 



VI. 

Integrazione. 

19. Noi dobbiamo ora integrare le due equazioni alle de- 
rivale parziali (18) e (19). 

Le estremità del conduttore possono essere congiunte fra 
loro in modo che il filo formi da sè un circuito chiuso, od 
essere separate Luna dall’altra. 

Nel primo caso non si hanno equazioni di condizione per 
le estremità, ed il problema si riduce a determinare E ed » 
per modo che sieno soddisfatte le equazioni (18) e (19) c le 
condizioni iniziali, e che E ed i sieno funzioni periodiche del- 
l’arco s di conduttore aventi il periodo L. 

Se invece gli estremi del filo sono separati l'uno dall'altro, 
essi possono essere posti in comunicazione ciascuno con una 
sorgente di elettricità, cioè con un corpo in cui il potenziale 
abbia un valore costante, come è il polo di una pila, come 
è la terra; od entrambi isolati, od isolalo l’uno e l'altro unito 
ad una sorgente di elettricità. Quando un capo del filo è con- 
giunto con una sorgente di elettricità, per quel capo, E ha 
un valore dato indipendente dal tempo; quando un capo è 
isolato, dev’essere per quello costantemente »=0. In questo 
caso adunque le soluzioni delle equazioni differenziali (18) e 
(19) oltreché alle condizioni iniziali debbono soddisfare an- 
cora a due delle quattro equazioni alle estremità: 

E , — ti — F , i,^-„ — 0 , E lz . t — G , ì,—l — 0 , 
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ove F e G sono costanti date. La soluzione di questo caso è 

più generale e comprende quella del primo. 

L L 

20. Poniamo log- =7, diciamo r la resistenza -r— del 
« * Arca* 

fdo, introduciamo invece della variabile x la s, che rappre- 
senta un arco di conduttore, c riscriviamo con queste nuove 
notazioni le due equazioni (18) e (19); il problema più ge- 
nerale, che noi dobbiamo risolvere, consiste nel trovare le 
due funzioni E ed », le più generali di tutte quelle, che sod- 
disfanno alle due equazioni così ottenute 



(18')... 


1 

.11 


dE 4 di \ 
ds c’ di ) ’ 


(19')... 
a due delle 


*£= 


dE 

'' dt ’ 


[a] . . . E,^ 0 = 


F, i, = . = 0 


1 E, _ L =0 , 


ed alle due 






[*]••• 




. *!=:.=?(*) • 



',=l = 0 . 



Crescendo il tempo / (ino all’infinito, lo stato elettrico del 
conduttore convergerli verso uno stato di reggimc, nel quale 
la carica E e l'intensità t non saranno più funzioni che di s. 
Se diciamo E' ed f queste funzioni, abbiamo, por determinarle, 
le due equazioni 



( 18 "). 



, LdE' 

-^777 ’ 



(19")... 
clic danno 



( 20 ) . . 



| E — a-hbs , 

ì <"=-h - r * . 
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a e b sono due costanti, che si possono sempre determinare 
in modo che le (20) soddisfacciano alle due [a]. 

Ora poniamo 

(21)... E=E'+E" , ; 



portando questi valori nelle (18'), (19'), [a], [6], e ricordando 
che E' ed i' soddisfanno alle (18"), (19”), ed alle [a], si 
trova, che le funzioni E ", i" debbono soddisfare alle due 
equazioni 



( 18 '")... 



/dE" 


i di" 

i - 


\ ds 


c* dt 



rf«"_ dE" 

~ ds~ dt ’ 

a due delle 




[a']... E", =o =0, *",-0=0 , E", =l = 0, «"',_i = 0 
cd alle due 



[6']... E" t=a =f(s)-E', i" 1=0 = ?(,)-,' . 

Per valori di s compresi tra — L e -‘t-L le funzioni date 
/"(*), y(s) possono mettersi sotto la forma 

«rro» 

/*(*)= ^ sen. n j s-i-i-.cos. n^) , 

n ~ o» 

= njS-*-f’ n cos. nj s^j , 

n m 

ove a°„, 6”,, c°„, /'°„ sono quantità note; e le funzioni inco- 
gnite E", i", qualunque esse abbiano da essere, potranno 
sempre essere espresse dalle serie 
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E " = ^ b 0 ■+■ ^ ^ ^a„sen.njs-h b „ cos . n j s 

«m 

a» 

*" = l f 0 + ^^,sen. n ~ s+f n cos. n ^ « 



)• 

)• 



« — i 



ove a n c b„ sono funzioni di t. La qnistionc è ridotta a 
trovare queste funzioni. 

Perciò osservo che se si sostituiscono nelle equazioni (4 8"') e 
(19'") ad E" ed t" le loro espressioni (22), le equazioni, che 
ne risultano, debbono essere soddisfatte per tutti i valori di s; 
onde ho dalle (19"') 



b o = costante , 



_L_iK 

2»?: dt 



f.= 



J^d<K 

2n;r dt 



c quindi dalla (18'"): 



(23) . . . 



f.=p'~ 


ibjL t 

* 


ove 


,3 = costante 


j . 


c*r 
16 /L 


da,, 

dt 


c*7t‘n* 

Si- “-=° - 




c'r 


db „ 


c 71 ” j —0 


f di' 


167 L 


dt 


2 A* 



Gli integrali generali di queste equazioni differenziali sono 



(23') . . . 



j a n —C,e~\ , -*-C % e~'t t , 
/ 6.=0-Vh-C,'*-V , 



ove le C sono le costanti arbitrarie, c 
dici dell'equazione di 2° grado 

. ' c’r . c*7r*n* 

”167/; TZ 7 " 






=0 



X, sono le due ra- 



> 



sono cioè i due valori di 
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c*r 

32tI 




Avuti «„ c b„, k* relazioni precedenti diurno subito <•„ 
ed f n . 

Le equazioni (20), (21), (22), (23') contengono la solu- 
zione generale del problema. Ponendo per brevità 

(24)... * = 77^7 , 

v ' 32 7 L 

possiamo riassumere questa soluzione nel seguente quadro: 




La costante b s’intende compresa nella a. 

Le equazioni [«'], [6'J, ed i dati valori dei coefficienti 
6„°, c„°, f, degli sviluppi di f(s), <p(s) basteranno a de- 
terminare le costanti C e t 3. 

So i due capi del filo fossero uniti tra loro, non si avreb- 
bero le condizioni [a] per determinare a c b, ma per com- 
penso si saprebbe che E ed i, come f(s) e <p(s), debbono 
essere funzioni periodiche ed avere il periodo L, per la qual 
cosa dovrebbe essere n un numero pari, e 6=0. Non reste- 
rebbero adunque da determinarsi che le C, la a e la |3, al 
clic bastano i valori dati di f(s) e di f(s). 

Nelle applicazioni noi ci occuperemo particolarmente del 
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caso in cui per 1=0 h i=0. In questo caso dovrà essere 

t L 

-8=iy - 6 , onde 
2 1 1 r 




32 y 

— y= è infinitamente grande. 



21. Discuteremo le equazioni trovale, prima supponendo 

che la quantità ^ ^ _ abbia un valore infinitamente grande, 

poi supponendola finita , e finalmente facendola convergere 
verso zero. L’esame del primo c dell’ ultimo caso ci darà i 
limiti verso i quali convergono le leggi della propagazione 
dcU’elettricità, mentre, stando le stesse le altre circostanze, la 
resistenza del conduttore convergo verso zero, o cresce sopra 
ogni limite; quello del secondo caso ci darà le vere leggi che 
si verificheranno ne’ casi praticamente realizzabili, c ci mo- 
strerà come quelle si modifichino successivamente , passando 
dall’uno all'altro limite. 

22. Cominciamo dal primo caso. Le radici X , e X, sono 
immaginarie qualunque sia n, c si riducono a 



cn- , . cutt , 

/ 

Introducendo allora nuove costanti, si possono mettere a„ 

e 6 , sotto la forma 

-htli n c „ n c \ 
a n =e ( A cos. n 7 ryrr/ -+- //sen.n 7 r^rf) , 

\ L\i A K 2 / 

b n =e~*‘ ^A'cos.n ^ l-*-B'sen. n ^ '• 
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e di qui in grazia delle 



L dK . _ L da n 
<H ~ Inn di * 2 nn di ’ 



e~*' 


! 


nn V 2 


n c ~ 

)““ Zyl 1 


2 


_-l 


nn 


nc 

) sc "'“Zyf'J 


e"*' 




\M7r Va 


« c ' 

r 0 ! “Zyl‘ 


2 




(±A+ — B 
\ V® nn 


nc 

r e “”Zpl , J 



Io supporrò che per t = 0 sia » = {) in tutti i punti del 
conduttore. Questa condizione vuole che: 



D= 



A 

ncn ’ 



hL\l 




ncn 



hL\H 



Q 

Ora c uguale a 

hL \ 2 



j= , quantità, per ipotesi, infinita- 



rc\ 2 



mente grande ; dunque nel caso considerato le costanti B e 
B' debbono essere infinitamente piccole, e si può porre 



71 C » if —A/ 7T ^ « 

a n = Ae~ h, cos.njy^t , b n = Ae “cos.n^pi* . 



C kilt 71 c . r c A -hi n c . 

c -=sr* "ìr* ' r - = ~m 



Le espressioni generali di E c di « si riducono così, nel 
caso di una resistenza infinitamente piccola e nell’ipotesi che 
per /=0 sia » = 0, alle : 
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E=a-+-bs 



n — Cm 

-*<Y~V t n c , 71 ii n c . n \ 

2^yA„cos. h -y^t scn. n -j s -t- A n eoa. n cos a J , 



MZM 

e ìiW i n c . n 1 1 n c . 

— zr= e ~ / ( ^.sen.n-Fn=/co8.» f *-A 1 ,8en.» T r7=<8en.n 
t\ 2 L-i\ L\l L L\l 



Vili. 

Applicazione ad un conduttore 
formante da sè un circuito chiuso. 

« 

25. Abbiasi dapprima un conduttore, i cui due capi sieno 
congiunti Ira loro. E ed i debbono in questo caso avere in 
ogni istante per s—L i medesimi valori, che hanno per 
e ciò da qualunque origine si valutino le s . Perciò ò neces- 
sario c sufficiente, che sia 

b = 0 ed n—2 m 

essendo m un numero intiero. Onde, essendo dato 

m —Od 

E,^ 0 =f(s)== $b o o -hy'(a 0 m 8ca. m^s-hb° m CQ8.m~t) , 

m = i 

c determinando con questo le costanti arbitrarie in (26), si ha 

2n c 2rt 

cos. m -j- r 7 = t . scn. m — s 

i L 

2 7r c 2n 

cos. m -r- = 7 = t . cos. m — s 

L \ì L 

K 
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2tt c 2tt ■ 

« sen. m -j- p t cos. m -j- s 

c 2 ?r 

— o "scn. m /scn. m — s 

l y* l . 



24 Si trasformino i prodotti di soni e coseni contenuti 
sotto i segni 3 in somme mediante le formole 

cos.xscn.y = i sen. (y scn. (y- a;) , 

1 1 

cos. x cos. y — - cos. (y-+-x)-+- - cos. {y - x) , 
sen.xsen.y = -5 cos. (y-t- 1 ) -+- - cos. (y — x) , 

•> w 



e si vedrà che le espressioni di E e di i si riducono cosi ad 



Si sa die 

^ b"„ L è adunque la totale quantità di elettricità libera con- 
tenuta nel conduttore, ed | b 0 o la media quantità di elettricità 

libera distribuita sull'unità di lunghezza del filo. 

2o. Le espressioni di E c di t, alle quali siamo arrivali, 
mostrano un'analogia rimarchevole tra la propagazione dell'e- 
lettricità nei fili e la propagazione del suono in una corda 
od in un'asta vibrante longitudinalmente, 0 finalmente in un 
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fluido elastico contenuto in un tubo. In quest'attimo caso per 
esempio si sa, che la condensazione 3 e la velocità u in uno 
slralcrcllo preso nella massa gazosa e limitato da due piani 
infinitamente vicini c normali all'asse s del tubo, sono date, 
quando inizialmente si abbia u = 0, 3— /■(«), da 



ove v è la velocità di propagazione del suono nel mezzo con- 
siderato. Or bene si supponga b°„ — 0, cioè si consideri il caso, 
in cui la media quantità di elettricità libera contenuta nei con- 

£ 

duttorc è nulla, e si faccia le espressioni di E e di i 

non differiranno allora da quelle di 3 e di u, che pel fattore 



e la prima e pel fattore 



la seconda. 



Così l'elettricità si trasmette lungo un conduttore lineare di 
resistenza infinitamente piccola — come il suono in un tubo 
indefinito — sotto forma di due onde uguali, che si propagano 

Q 

in versi opposti con un’uguale velocità ^ . Ma mentre queste 

r 2 

onde si propagano, la carica elettrica e l'intensità della corrente 
vanno diminuendo in tutti i punti del circuito proporzionalmente 
ad e~“. Questa diminuzione però è lentissima a fronte della 
velocità di propagazione. Imperocché il tempo che un’onda iin- 

, LVJ 

piega a percorrere una volta tutto il circuito è — , e quindi 

il rapporto dei due valori che E ha in un medesimo punto 
al principio ed al line di quel tempo è 



hi.Vl 



1 :e" 
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valore vicinissimo all’unità, giacche, per le ipotesi falle, l’espo- 
nente di e è infinitamente piccolo. 

Se b° a non è uguale a zero, ossia se la media quantità di 
elettricità libera riferita all’unità di lunghezza non è nulla, 
l’eccesso del valore di E sopra il suo valor medio varia colla 
stessa legge con cui varierebbe E se questo fosse = 0 . 

La velocità di propagazione è, in questo caso limite, indi- 
pendente dalla natura del conduttore, e vale 




439450""". IO 6 
J/2 



= 3l0738 ran, .10 6 



numero molto prossimamente uguale a quello, che esprime la 
velocità della luce negli spazi interstellari. 



IX. 

Applicazione ad un conduttore , i cui due capi 
sono separati. 

2(5. I casi iu cui gli estremi del filo sono entrambi isolali , 
od entrambi in comunicazione col suolo, od uno è isolato e 
l’altro comunica a terra, sono facili a trattarsi. Si trova allora, 
che ad ogni capo del (ilo v’ha riflessione dell’onda, e che 
questa riflessione avviene senza o con cambiamento di segno, 
secondochè l’estremo di filo corrispondente ò congiunto colla 
terra od è isolato. Un estremo a terra corrisponde in certo 
qual modo ad un estremo libero di una sbarra vibrante longi- 
tudinalmente, ad un estremo aperto di una canna sonora; una 
estremità isolata di conduttore ad un estremo fìsso di quella 
sbarra, ad un'estremità chiusa di quel tubo. 

27. Che cosa succeda quando i due capi del conduttore sono 
posti in comunicazione ciascuno con una sorgente di elettricità 
vediamolo con un esempio. 
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Immaginiamo un filo sul quale non siavi inizialmente alcuna 
carica elettrica; una sua estremità sia in comunicazione colla 
terra; l'altra venga nell’islantc / = 0 posta repentinamente in 
comunicazione con un polo di una pila di cui l'altro polo 
c in contatto col suolo, c sia lasciato poi in questa condizione. 
La resistenza della pila sia trascurabile. 

Prendiamo per origine delle s l’estremità del fdo che è in 
comunicazione colla terra; il potenziale deU’clellricilà libera 
dovrà sempre essere =0 per s— 0 , e sempre essere uguale 
ad una costante per s=L. Se K è la forza elettromotrice 

\ 

della pila (*) , questa costante ha il valore - K. Le condi- 

zioni alle quali E ed « debbono soddisfare, sono perciò le 
seguenti : 

Per 5=0 dev'essere E=0 



s-L 



1 = 0 




E = 0 . 



Per soddisfare alla prima condizione dev’essere 
o = 0 ed i4'=0 ; 



ed acciocché per s=L sia E =~. — A', è necessario clic sia 

47 



Ponendo per brevità 




(’) Intendiamo qui, come suolsi parlando di correnti costanti, per 
forza elettromotrice della pila la differenza algebrica dei valori del po- 
tenziale ai due poli, differenza, che 6 proporzionale a quella dello ten- 
sioni elettrostatiche ai poli medesimi, e che non dipende clic dal sistema 
di pila c dal numero de' suoi elementi. 
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si Mia ad umiuc 



ne n 

Ay* T ’ l Xi 



e A' -* 

« = 1 — 7*-»-e 

4/A 



' ^ A,eos. wrscn. 119 . 



A dclerminare le coslanti 4 serve l’ultima condizione data. 
Secondo questa si deve avere per ogni valore di f compreso 
tra 0 e n 

n — a* 

A' 



— ? =-y^4 a se n .» ? ; 



ma pel teorema di Fourier vale fra i medesimi limili l'ugua- 
glianza: 

Oc 

<F= ~ 2 V^(— ly^sen.np ; 

n — 1 

dunque si deve porre 

4„ = 2.(-l)" — - , 

' ' 4yn n 



onde 

(27)... 



_ A /s 2 - 1)" \ 

j— I 7 -+- -e ~ *'7 i -cos. nrsen.no I 

4 7 VA 7: _ i « V 



Si ha similmente per « (*) 



(28) « = 



(- 0" 



sen. nr.cos. n o . 



(* ItelmholU nella sua leoria (lell’eslraeorrente ^Vedine un sunto negli 
Annoiti ile Clihnie et ile Phytique , tom. xxn, pag. 491 «1.4 la forinola 

ove p ò una quantità, clic egli non determina e clic chiama potenziali. 
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28. Vediamo qual sia il significato di queste espressioni , e 
cominciamo da quella di ». 

Nella somma, che figura nell'espressione di », consideriamo y 
come una costante, e riguardiamo questa somma come una fun- 
zione di r. Questa funzione è periodica col periodo 2;r; essa ha 
inoltre valori uguali c di segno contrario per t, e per 2»r — r; 
basta quindi cercare i valori che essa prende quando r varia 
tra 0 e n. Si può scrivere: 




Ora la somma 




sen. « x 



X 

quando x è compreso tra — n c zr , ha il valore — e 
siccome essa è periodica col periodo 2 zr , essa è in generale 






essendo p quel numero intiero per cui x — 2 pn è compreso 
tra — 7 t e tt. 



Quest’espressione non è altro che il primo termine di quella che noi 
abbiamo trovato, e vi saremmo arrivati anche noi se, come Hclmholtz, 
avessimo supposto i funzione semplicemente di ». Le conseguenze di 
questa forinola sono in pieno accordo coi fenomeni che si osservano nelle 
macchine d'induzione; ed è chiaro infatti che in questi casi questo ter- 
mine rappresenta l’andamento generale della funziono, e la somma, di 
cui vedremo il significato, non rappresenta che le perturbazioni, elio 
sfuggono all'osservazione. 
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Pei limiti che abbiamo assunto per r, r — 9 è sempre com- 
preso tra —7i e -4 -tt, poiché, per qualunque punto del filo, 
s è compreso tra 0 c u; perciò 




sen. n (r — <p) = 




Al contrario il valore di r -+- p può essere minore 0 maggiore 
di 7r, e si ha 






sen.n(T-*-p) = 



~ 2 ~ ' 



quando tp <n — r 



T-l-U 

e = -+-7T, » 9 > 7 T — T . 

Ne segue che 




sen.nrcos.ny 



2 ’ 



quando y< 7 i — r 




» y>7T— r . 



In lutto ciò si è supposto r compreso tra 0 e ?r; se esso 
fosse invece compreso tra 7i e 2 7 r, si sarebbero ottenuti i valori 



*-S ’ 


per 


k 

1 

V 


e 

ti r 


» 


0>T — 7l . 


2 “5 ’ 




T 



Per valori di r maggiori di 2 n basterò ricordare che la 
somma considerala è una funzione periodica di periodo 2 n. 

Or ecco le conseguenze che possiamo dedurre dall'analisi 
precedente. In ogni istante v'ha un punto del conduttore, nel 
quale l'intensità della corrente varia bruscamente, fa un salto. 
Questo punto è determinato dall’equazione 
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0 = 71 — r , ossia s — L — y— ( 

T ^8 

finché r è compreso tra 0 e n, cioè t è minore 
dall’equazione 



<p=r — 7r , 



ossia 





L 2 L 

quando r varia da -n a 27r, cioè t varia da — a — , e 

c c 

\ì 

cosi di seguito. Per f=0 adunque questo punto si trova al- 
l’estremità (i—L) del filo; s'avanza poi colla velocità uni- 

£ 

forme verso l’origine (*=0) del conduttore; trascorso il 
tempo — , esso ha raggiunto questo capo del filo, e prende 



n 

a muoversi colla stessa velocità verso l'estremità da cui era 
partilo; poi ripercorre il filo nel senso di prima, e cosi via 
via sempre colla medesima velocità. In ciascuna delle due 
parti, in cui in un istante qualunque l’intero conduttore tro- 
vasi diviso da quel punto, v'ha un'intensità di corrente che 
non dipende che da r, e che perciò è la stessa in ogni punto; 
talché se si rappresenta il valore dell'intensità coll’ordinata, 
quello di s coll’ascissa di una linea, questa avrà la forma 
disegnata nella Fig. 1*. 



Fig. 1*. 
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In qualunque senso avvenga, nel momento considerato, 
il movimento del punto, in cui ha luogo il salto, la maggiore 
intensità si ha sempre dietro a questo punto, cioè nel tratto 
di conduttore ch'esso ha già percorso, e la minore avanti al 
punto, cioè in lutto il tratto ch’esso ha ancora da percorrere. 
La Fi/j. 1* vale perciò soltanto per un istante in cui quel 
punto compie la corsa diretta dalla pila al suolo, dalla fine 
del filo verso l’origine. La Fig. 2“ si riferisce ad un istante 
in cui avviene il movimento opposto. 

Fig. 2*. 



a 



L 



In questa come nella precedente figura la freccia superiore 
indica il senso del movimento del risalto, e l’inferiore il senso, 
sempre negativo, della corrente. La grandezza del salto è 



- cK 

“«VS-7 ’ 

ossia, dicendo I il valore verso cui tende i col crescere di 

• v K 
I, cioè — : 



-I . 



cr 



8 V* 7 



Questa grandezza ha il suo massimo valore per/ = 0, ma 
sempre, pelle ipotesi fatte, è piccolissima a fronte di /. Se 
diciamo T il tempo che il risalto o l'onda elettrica impiega per 

percorrere tutta la lunghezza del filo, talché sia T = , pos- 

siamo anche esprimere la grandezza del salto così : 

/. 2 // Te-* 1 . 
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Col crescere ili t diminuisce adunque bensì la grandezza del 
salto, ma diminuisce così Ioniamente, clic il decremento, clic 
essa subisce durante il tempo T, è estremamente piccolo. 

29. Cerchiamo come varii l' intensità della corrente all'e- 
stremo del filo clic è in comunicazione colla terra. Questa 
intensità, che diremo i„ , si ha ponendo s = 0 nell’ espres- 
sione di i. Introducendo le notazioni / e T e non considerando 
che il valore assoluto , si ottiene così : 



lo =/(1 






hhlT h , 

c~ k ‘ 

n 




sen. « r 



Ponendo pella somma il suo valore, ed osservando che 



r _ / 

a ~r ' 

si ha quindi: 

,;=/(( _<•->*') -*- 2 /,. /<>-*'( 2/i T-/) , 
ove p ha il significato che aveva poc'anzi, ovvero, ciò che vale lo 
stesso, è quel numero intiero per cui * — & una frazione 
propria positiva o negativa. 

Per valori di t non grandissimi, l'espressione di ì o è suscettibile 
ancora di una semplificazione. Allora infatti li t é piccolissimo, 
e trascurandone le potenze superiori alla prima, si può scrivere 

i„ = 2 li t . / -i- 2 li I(2p T— t ) , 

ossia 

(28)... »o — iphT .1 . 

Ciò c’insegna che l'intensità nell’estremo (s=0) è nulla 
finché t non ha raggiunto il valore T\ in questo istante prende 
d’un tratto il valore 4 /i77, che conserva costante fin dopo il 
tempo T\ allora passa bruscamente al valore 8 A77, e così 
di seguito va crescendo per salti, che si succedono ad ogni 
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intervallo di tempo =2 7’, e la cui grandezza è doppia di 
quella del salto, die ha luogo successivamente in tutti gli altri 
punti del conduttore. 

30. In modo analogo si può discutere l’espressione di E. 
Si ha: 



2^ cos . „ T . sen. ,, sen. n (r-t-f) 

i i 



ossia, quando t è compreso Ira 0 c it: 



= - | Per . 

ffi 71 

= Per T>zr-T ; 



e quando r è compreso tra n e 2 n : 



= ~| per <p<r-n , 

g 7t 

= pCr ? >T_7t ’ 

Questi ultimi valori si deducono dai primi osservando clic la 
somma deve aver lo stesso valore per r c per 2 - — r. Per 
maggiori valori di t non si ha che da osservare che la fun- 
zione ò periodica ed ha il periodo 2^. 

Di qui si deduce che in ogni istante v’ha un punto del filo, 
passando dall'una parte all’altra del quale, E cambia brusca- 
mente di valore. Il punto ove ha luogo il salto coincide sempre 
con quello ove cambia repentinamente il valore di «. Ma mentre 
per i il salto ha luogo ora in un senso, ora nell’altro, a seconda 
del senso del suo movimento, per E invece si ha sempre (fatta 
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astrazione del segno) il minor valore dalla parte di s= 0, cioè 
verso l'estremo a terra del filo. L'altezza del salto è 



K 

4y 



e 



—A/ 



> 



ossia, rappresentando con E o il valore costante che E ha al 
polo della pila : 

= E 0 e- h ‘ . 



Tra l'origine del filo ed il luogo del salto si ha 



E=E 0 t l ( !-«-*') , 



c tra il sito del salto c l'estremo congiunto alla pila: 

E = E 0 (j( 1 _*-*') +*-*') . 

Se si prendono le s per ascisse e le E per ordinale, la fun- 
zione E di s, per un dato istante, sarà rappresentala da una 
linea spezzata della forma disegnala nella Fig. 3*. 



Fig. 3 >. 




t S -* L 

Onesta linea varia col tempo: per t piccolissimo avrà mollo 
prossimamente la forma Fig. 4*; 

Fig. 4 *. 



0 s ^ f 

crescendo invece f, l’angolo de’ due tratti coll'asse delle ascisse 
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crescerà avvicinandosi al limite angolo ^lang. = ed in- 
tanto il salto diminuirà gradatamente d' altezza. Al limite si 
avrebbe una linea retta unica, Fig. 5‘, 

Fiy. 5". 



come vuole la legge di Olmi. 




X. 



32 '/ 

2° Caso, —y- è finito; , e X, sono immaginarli. 
32 v 

51 . Quando — p= e finito, i valori (25) di X, e X, pos- 
sono essere reali od immaginarli , e ciò dipende dal valore 



di 



32 y 
cr\ì 



, che è determinato per ogni conduttore, c dal nu- 



mero ti , cioè dal numero d’ordine del termine che si vuol 
considerare nelle somme clic dànno E" ed 

32. Per piccoli valori della resistenza r, si verifica, per 
tutti o per la massima parte dei termini di quelle serie, il 
secondo caso. 

Ponendo allora 

c'n'n* 



(29) . . . 






2 L 1 



— h 1 



i valori di c per ipotesi immaginarii, si scrivono 

< > X,=/»— g.\~\ , 
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ove fi è reale; ed introducendo nuove costanti, i valori (23') 
di n„ e 6„ si possono mettere sotto la forma: 

n„= A e- kl sen. fi(l— A') , 

6„= Be~ k, sca.fi(l— B') . 



Se ci limitiamo a considerare il caso in cui i due capi del 
conduttore sono congiunti uno all’altro, sarà 6=0, ed invece 
di m si dovrà mettere nelle (25) 2«i; e se inoltre supponiamo, 
per ora, che la media quantità di elettricità libera distribuita 
inizialmente sull’unità di lunghezza del filo, c la media inten- 
sità iniziale della corrente sieno nulle, sarà 6 o °=0, f* = 0, 
e quindi dovrà essere «=0, |3 = 0. E, ed i si ridurranno 
cosi ad 



E — ^o m sen. m 6 m cos. m y-* | > 

L V 1 1 l db "< 2 K d,, m 
» = — 7 — 7 -( -7-sen.m -y-s — y- cos. 

dt L dt 



m 




ed analogamente i loro valori iniziali dati potranno mettersi 
sotto la forma: 



E,^ a —f(s) = y] sen. m + b m n cos. m 



1 ldb m ° 2 n d(i m ° 
dt L * dt C 



\ 

T / 



» ° db ° 

I coefficienti o M °, 6„,°, -jj- so»*) quantità note, alle 

quali debbono diventare uguali le funzioni n ,„ , 6 m , 

quando si fa /=0. Si hanno adunque, per determinare le co- 
stanti arbitrarie A,A',B,B\ le equazioni 
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n m °= — A sen. /a. il' , 
b m °= — B sen. [iB 1 , 
da,. 



dt 



• — fxAcos. [J.A' — ha m ° T 



dalle quali 



d ^L = [ Ji Bcos. [ iB'-hb m 0 , 

1 a ° 

A 1 — are. sen. - 7 - , 

H 4 

1 h ° 

B'= are. sen. - 

/x B 

l’orlando i due ultimi valori nelle espressioni di a m e di b m , 
si lia 

a m = A e~*'sen. t-h are. sen. j , 

b ° \ 

b m = Be~ l “ sen. are. sen. -jj-J , 



e quindi 



s=yv** 



2 7T / fi 0 \" 

Ascn.m -^s.sen.hxt-h are. sen . ) 

Ì 7 T 



B eos. m s . sen. t -+- are. sen. j J 

ossia, sviluppando i seni: 
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yv*< 

Si ponga 



a"„ seu. m cos. p. t li'— b a „‘ cos. m ~ s . seu. fi t 

Ij Lì 

b° m cos. m~s. cos. fi *-+- sen. tn~ s. scn . fi t 

li Li 



2 7 T 



a\=P+q > 
yi^-b^^p-q , 
cosicché sia 



l> a n =p'-*-q' , 

\A'-a° n '=p'-< ì ’ , 



,,=ì[ 0 -,+ i(is.-+ ! ^f)] . 

MI*--- ?(“■-*#)] ; 

c si ottiene così l'espressione 

E= ysen.^ro^-* — pi cos. ^ m< ~£ s ~ f-t^J 

-+-^^e -A '[pscn. *-+-/* fj -+- y'cos.|>« ^s-hfit^ j , 

la <|uale si può anche scrivere 

E= }^yp n +q' c- h ‘ s—fit+wc,. tang. — j) 

-+- Vp'+q'‘ e~ k ‘ sen. ~ *-♦- p /-«-are. tang. — U 



(30) 



35. Nella stessa maniera si trova 
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l j = Q‘.e ~*'sen. -//./-vare. lang. 

(*«) 0 »W. 

/ - 4 - / y ^*+0'‘ • * ~ kl s en. 1 m j-'s -*-p t are. lang. ^1 

ove P, 0, P', 0\ lianno i valori 



L \ 


i ** m _ 


8 mn j 


1 di 


L 1 


\db\ 


8fH7I | 


\ di 


L i 


\da\, 


8 hi n j 


1 di 


_H_ 1 \ 


i da° m 


8 ni n i 


di 




34. Vediamo che cosa significhinole forinole (30) c (31). 
Entrambe le espressioni constano di due somme di un’ infinità 
di termini; da ciascuna di queste somme noi isoleremo il ter- 
mine corrispondente ad un determinato valore di m , c deno- 
teremo con E m , i m quello che diventano E ed « quando si 
ommettano tutti gli altri termini. Abbiamo per m = 1 : 



E,= Yp'*-*-q % . e~ kl sen.^-^s— ,u/-+-arc. tg. — ^ 
-+- - e - *' sen.^-^i-i-;xf-*-arc. tg. — ^ , 

•",= V/ y *-»-0*.e~* < scn. — ftf-*-arc. Ig. ^ j 

-+- yp^-i-Q' 1 . e~*'scn. ^ are. tg. • 



1 P 

Se si fa t = - are. tg. — , il primo termine di E, diventa 
P I 
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l'ordinala di una sinusoide, clic taglia l'asse dello ascisse nei 
punii corrispondenti ad s = 0, s = - , s = L\ questa sinusoide 

M 

si trasporta con velociti! uniforme lungo l asse delle ascisse e 
nel senso delle s positive, crescendo il tempo I. Quel primo 
termine adunque dice , che nell’ istante corrispondente a 
1 */ 

t — - are. Ig. — la prima metà del conduttore è carica di elel- 
t J. q 

trinità positiva, la seconda di elettricità negativa, c che questi 
stati elettrici si trasportano lungo il conduttore nel senso delle 
s positive con una velocità costante. Noi diremo, che v’hanno 
due onde, l una positiva c l’altra negativa, che insieme abbrac- 
ciano tutta la lunghezza del conduttore, c che si propagano m 
avanti con velocità uniforme. 11 secondo termine di E, dà simil- 

1 q 

mente un'onda positiva , che alla (ine del tempo / = arc.tg. ^ 

si estende da s = 0 ad « = -, ed un’onda negativa, che nel 

Ari 

medesimo istante si estende da s = ^ ad s=L, le quali così 

abbracciano insieme tutto il conduttore, e che si propagano nel 
senso delle s negative, ossia, come diremo per brevità, in dietro. 
Analoga discussione si faccia per i t . 

Per m = 2 si ha : 



E,= 



Xp'+q ' . e~'“ sen 



i. — 



•( 2 T— ) 

Xp'-i-q'' .e~ l " sen. ^2 • ~s-*-p f-i-arc. tg.^- j . 
V P ' 1 -+- (j* • t~ hl sen ^ 2 ■ ^ s — p. /-+- are . tg. ^ j 
^/pH-Q^.e^'seiì. ^2-~*-i-fxf-4-arc.tg. - 
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Il primo termine di E x dà un sistema di quattro onde, di 
cui la prima, che è positiva, abbraccia alla fine del tempo 

1 p' 

l = - are. tg. - 
P ? 

la prima quarta parie del conduttore; la seconda, che è negativa , 
abbraccia il secondo quarto; la terza, positiva , si estende sul 
terzo quarto, e (a quarta , negativa, sull’ultimo quarto del filo. 
E questo sistema di onde si propaga in avanti. II secondo ter- 
mine dà invece un sistema di quattro onde propagatisi in 
dietro, che alla fine del tempo 



dividono in i parti uguali la lunghezza del conduttore. E lo stesso 
dicasi di i x . In modo analogo E 3 ed i 3 darebbero ciascuna 
due sistemi di 6 onde propagatisi l’uno in un senso e l'altro 
nel senso opposto; ed in generale i termini E m di E ed i„ 
di i rappresenterebbero due sistemi di 2m onde ciascuno, 
abbracciati ciascuno tutta la lunghezza del conduttore c pro- 
pagatisi in versi opposti. 

Talché possiamo enunciare i fenomeni che avvengono in un 
conduttore, quando dopo di avervi rotto l'equilibrio elettrico lo 
si lasci a se, dicendo che si genera una serie di sistemi d onde 
che si propagano in un senso, ed una serie di sistemi d onde 
che si propagano in senso opposto; che in ciascun sistema 
d onde le onde successive sono alternativamente positive e ne- 
gative, ed abbracciano tutte insieme l'intiera lunghezza del 
conduttore, e che ciascun'onda semplice abbraccia la metà del 
filo nel 1° sistema, il i° nel secondo sistema, il sesto nel terzo, 
c cosi di seguilo. 

35. In tutto ciò v’ha analogia Ira la propagazione dell'elet- 
tricità e la propagazione del suono ne'tubi e nelle aste elastiche. 
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Ma se, come al § Vili , non si considera la propagazione 
del suono clic nel caso teorico, in cui non abbia perdita 
di lavoro nè per la non perfetta claslicilh, nè per attrito, nè 
per trasmissione di calore .attraverso le pareti del tubo, vi 
hanno fra i due ordini di fenomeni differenze capitali. Nella 
propagazione del suono, le onde non si modificano propagan- 
dosi , e segnatamente la loro ampiezza si mantiene costante ; 
le onde semplici si propagano tutte colla stessa velocità, talché 
tutte quelle che si propagano iu un senso, si compongono in 
un'unica onda risultante, che si propaga del pari senza alterarsi 
e colla stessa velocità delle onde componenti. Nella propaga- 
zione dell'elettricità avviene il contrario; l’ampiezza delle onde 
decresce col tempo, e, quel che è più, ciascun'onda semplice 
ha una velocità propria. Le infinite onde semplici propagantisi 
con velocità tutte diverse non possono quindi più comporsi in 
un'onda unica invariabile nella forma c propagatesi con una 
velocità determinabile. Non v'hanno adunque nella trasmissione 
dell' elettricità onde nello stretto senso della parola , e questo 
vocabolo non deve aver servito a noi che per enunciare il 
fenomeno. L’analogia ricomparirebbe in parte, se si conside- 
rasse la propagazione del suono in tubi di piccolo diametro, 
dacché le esperienze del Kundt e le analisi dcU'Helmhollz e 
del Kirchhoff hanno dimostrato, che in questo caso le onde 
si estinguono prontamente , e che la velocità del suono di- 
pende dalla lunghezza d'onda. 

3(5. La diminuzione di ampiezza che abbiam detto aver luogo 
col tempo, è dovuta al fattore comune a lutti i termini di E 
e di t 

e~‘“ ossia e u ' 1 ' , 

che possiamo denominare coefficiente di estinzione. Quindi essa 
è tanto maggiore quanto maggiore è la resistenza r del condut- 
tore * e nei limiti entro cui si può ammettere che sullo stato 
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elettrico di ciascun pillilo del filo non abbuino influenza clic i 
punti a quello infinitamente vicini, sulla quale ipolesi sono fon- 
dali tulli i calcoli precedenti , essa è indipendente dal numero 

■ 

d'ordine m del termine che si considera. 

57. I.a velocità di propagazione di una qualunque delle 
onde semplici vale l'aumento o la diminuzione da darsi ad s 
nel termine di (30) o (31) corrispondente a quell’onda, ac- 
ciocché, aumentando di 1 il tempo t, l'arco sotto il segno sei i. 
rimanga invariato, è cioè: 



ossia, mettendo per p. il suo valore (29) e ricordandrt il 
lore (2i) di /»: 




\a- 



Qucsla velocità adunque cresce con m. La differenza però tra 
i valori di V corrispondenti a due valori diversi dati ad m è 

32 v 

tanto minore, quanto maggiore è il valore di — ~=, Facendo 

c/ya 

32 •/ 

convergere verso l’infinito, tutte quelle velocità conver- 
gono verso un valore comune, e precisamente verso il limile 



,^= 310738 . 10 * 5 ^^ . 
y2 secondo 

Al limite tulle le onde semplici avendo la stessa velocità, si 
comporrebbero in un’unica onda risultante propagantesi colla 
stessa velocità. Ricadiamo cosi sulle conclusioni a cui siamo 
armati direttamente più sopra. 

.. 32 V 

Per valori finiti di — ^ , ma sufficientemente grandi, questo 
cry» 1 

si può considerare come vero approssimativamente per grandi 
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valori di ni. Ma diminuendo m sodo un certo limite, l'onda si 
fa confusa sempre più. Anzi seguitando a far decrescere m, 
si arriverà, in molti casi, ad un punto in cui V diventerà im- 
maginario; e questo punto si raggiungerà tanto più presto 
quanto maggiore è fi, quanto maggiore, cioè, è a parità delle 
altre circostanze, la resistenza r del conduttore. Allora la pro- 
pagazione dell'elettricità non può più farsi colle leggi espresse 
dalle formole (30) e (31), ed in queste le somme debbono 
soltanto estendersi tra 

c r 

m — . ed m = <x> . 

Yì 3sty?r 



o 32 y 

3° Caso. — ^ è finito , X, e X, sono reali, 
cry'ì 



38. La velocità di propagazione V diventa immaginaria ap- 
punto quando cessano d'ossere immaginari i valori di X, e X, . 
In tal caso le espressioni di a m e b m non possono più mettersi 
sotto la forma trigonometrica, e si debbono ritenere sotto la 
forma (23'). 

Limitiamoci ancora a considerare il caso di un conduttore 
formante da sè un circuito chiuso. E ed » dovranno essere 
funzioni periodiche di s; epperò dovremo, come sopra, porre 
n = 2ro . 

Ponendo 




cosicché fi 1 sia una quantità reale, le (23') si possono scrivere 
a m = ) , 
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dove /i, li , A', li' sodo costanti arbitrarie, i cui valori si de- 
terminano mediante i valori iniziali dati di a m , b,„, < ~p- ì 

al al 



Se questi sono ancora a°,„, b n ,„, —jj 



da\ db° 



di 



, dev’essere 




Si portino questi valori nelle equazioni: 




2;r . 27r \ 

sen . m -j- s -+■ b,„ cos. ro j-s ì > 

Lj / 



E ='y' i ( a m i 

di 1. 



da,„ 2 7r 
-r- cos. m 
di 



in \ 

T s ) 



9 



e si avranno le leggi della distribuzione dell’elettricità libera 
e delle correnti pel caso che noi consideriamo. 

39. Qui, come nel precedente §, si è supposto che i valori 
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iniziali di E c di « fossero tali, clic fosse l>° = 0 ed f°= 0. 
Se ciò non fosse, si dovrebbe porre nelle equazioni generali 

\ 

(25) non più a=( 3=0, ma «= 6 u , fl=f 0 ° • Tutta la nio- 

dificazione da apportarsi alle formolo (30) e (31) ed alle (33), 
consisterebbe nell’aggiungere, tanto in quelle quanto in queste, 

1 

alle espressioni di E il termine -6 0 ° , ed alle espressioni di « 

25 

\ 

il termine g/’/e - ' 1 *' • 

40. Questi termini comuni ai valori che si hanno per E 
c per « nel caso di e reali, ed a quelli che si hanno 
pel caso di X, e immaginari , possono esistere soli. 

Se è dato 



/?«=. = ^b a 0 = E n , »„ , 



si ha così: 



E=E n 



c queste forinole dimostrano, che se il conduttore è inizialmente 
ugualmente elettrizzato in tutti i suoi punti, questo stato elet- 
trico si conserva costante; il che è evidente di per sè; e che 
se inizialmente il conduttore è i percorso da una corrente uguale in 
lutti i suoi punti, questa corrente non cessa istantaneamente al ces- 
sare delle cause, che l'avevano prodotta, ma decresce in progres- 
sione geometrica, mentre il tempo cresce in progressione aritmetica. 

La quantità di -elettricità trasmessa nel tempuscolo di suc- 
cessivo all’istante t è i a e~ t '"dt ; epperò dall'istante 1=0, in cui 
cessano di agire le cause, che avevano prodotto la corrente, 
fino alla completa estinzione di questa, passa ancora pel con- 
duttore la quantità di elettricità 
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L'equazione e = - dà il lempo t necessario perche l'in- 
tensità della corrente si riduca alla metà del suo valor primi- 
tivo, il qual tempo è perciò 

f = 5-^ log. nat. 2 (*) . 



(*) Prendiamo come esempio un filo di ramo identico al campione di 
Jacobi. Si ha per questo: /,=7"', 620, *=0 ">»>, 333 , epperò in numero 
rotondo: y=10. La sua resistenza è, secondo Weber, di 598.10’ unità 
elettromagnetiche, quando si prendano per unità di lunghezza e di tempo 

g 

il millimetro ed il secondo. Moltiplicando questo numero per <T5 , ove e 

è espresso nelle medesime unità, si ha la resistenza in unità meccaniche 
nel numero 

r = 2 , 482. IO"’ , 

onde 

2 A =39401 . 

Questo filo sia percorso inizialmente da una corrente capace di scomporre 
un milligrammo d'acqua in un minuto primo; siccome secondo le espe- 
rienze di Kohlransch e Weber, a scomporre un milligrammo d'acqua in 
un minuto secondo occorre una corrente di intensità uguale a I0G*/, 
unità elettromagnetiche, e siccome, secondo i medesimi sperimentatori , 
l’unità elettromagnetica di intensità vale 155370. IO 6 unità meccaniche, 
si ottiene pell'intensilà che noi abbiamo assunto come esempio: 

» o =27G212.10‘. 

Per questo filo adunque e per questa corrente si avrebbe che dopo che 
sono cessate le cause, che producevano la corrente, passerebbe ancora 
lungo il filo il numero 7010400 di unità elettrostatiche di elettricità po- 
sitiva , e la metà di questa quantità di elettricità sarebbe trasmessa in 
0,0000176 minuti secondi. 
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o 32 7 

k Caso. y = è infinitamente piccolo. 
Applicazione, ad un filo continuo. 



41. Vediamo finalmente verso qual limile convergano i 
valori di E e di i mentre la resistenza del conduttore, tutte 
le altre circostanze stando le stesse, cresce all'infinito. 

32 7 

Se è infinitamente piccolo, h è infinitamente grande, 

ed, avuto riguardo al valore di pi, i secondi termini delle 
espressioni (32) scompaiono a fronte dei primi per tutti i 



valori finiti di t. I 


valori di a,„ e di 6 


crescendo t, in breve ad 


t 


, . , . . il a°_ 1 




(h-*-p )(i m -t- 


1 


\„ .... db 0 


— li? 


(A-*-p )b m -t- -jf 






ed introdotti nelle espressioni (33) di £ e di i, le trasfor- 
mano nelle 
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Ora si Ita 



, 1 /,, ic'm'r.' 

■“=r — — ■ 

e nel nostro caso, essendo li infinitamente grande, si può seri- 

« 

*=*(i-(M)rS£j£). 

, , 327 »!*!:* 

li — H = — . 



vere 



donde 



Perciò la quantità 



r /„ 

A— jn' _ 32 y tt* 
hi 1 »■ A 



è indipendente da »j, c per conseguenza i precedenti valori 
di £ e di » soddisfanno alle equazioni 



. _ h — fx' L x dE 
m x 8 7i m ds ’ 

di 1 dE 

ds~ 2 di 

Tra queste eliminando i e ponendo per — il suo valore, 
si ottiene lequazionc alle derivate parziali 




( 35 )... 



"li- 
di r ds x ’ 



la quale è della stessa forma di quella, che dà la propaga- 
zione del calore nei corpi solidi. 

Dunque nel raso consideralo l'elettricità si propaga colle 
stesse leggi, con cui si trasmette il calore per conduzione. 
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Applicazione ad un conduttore , 
i cui due capi sono separati. 



12. La slessa analogia colla propagazione del calore si trova 
considerando un filo non ritornante in sè stesso. 

Abbiasi, per esempio, come al § IX, un filo di lunghezza £, 
che ad un estremo, che noi prendiamo per origine delle s , 
sia posto in perfetta comunicazione col terreno, e di cui l'altro 
estremo venga congiunto, nell'istante f = 0 ,col polo positivo 
di una pila, della quale l’altro polo comunichi col suolo; e 
supponiamo qui, come al § IX, che la resistenza della pila sia 
trascurabile a fronte di quella del conduttore, che si considera. 

Se diciamo K la forza elettromotrice della pila, le condi- 
zioni, a cui debbono soddisfare E ed i, sono che 



[*]••• 



per 


s= 


0 


sia 


E— 0 qualunque sia t 


» 


s= 


L 


M 


£*3 

II 


» 


1= 


0 


» 


E— 0 qualunque sia s 


» 


t= 


0 


» 


i—0 » 



Perchè le espressioni (25) soddisfacciano alla prima ed alla 
seconda di queste condizioni , dovessero 

°=c:=c.'=0, i=j£; 

in grazia della nota relazione 



j"v’(-i)" 

r= — 2 - 7 - sen. n 

rr ' a ti 



L 
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la 3 ' condizione dà 



C -hC — , 

* * ( J n 4 -/7T ’ 

c perchè sia soddisfatta l'ultima condizione, si deve avere 

).,C,-h\C >= 0 . 

Dalle due ultime equazioni ricavasi 



C>- 



X, — X, n 4 yn ’ 



X, C *- X.-X, « 4 7 ti 

onde sostituendo nei valori ( 25 ) di E e di i: 

A* T s 2 Y‘’(-I)“ X, _ XI /. *1 

£=7- 7 + - 7 — r r- e « ( I - T- e • ) SCI). »7* I , 

4 7 1 A n *rrf n \ / A j 

A 



r v 



A A V 1 1 _w/, — (x —x )i\ n 

— 7 7 — X, r —e V(1— « V')cos.n 7 i. 

477:* iLi »* X, — X, v ’ L 

n — 1 

32 / 

Se ora noi supponiamo che sia cr y- infinitamente piccolo, 
abbiamo, trascurandone le potenze superiori: 
c'r 



) _I_1_ > _ 8 V» >rt * • 

‘ — I67Z, ’ 1_ ri ’ 



X 



onde risulta ^ infinitamente piccolo di secondo ordine e X, — X, 

infinitamente grande; invece di ^ “ si può porre l’unità, 
e se non si considera la trasmissione che dopo che / ha 
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assunto un valore finito, si possono trascurare e~ lhl ed 
Ponendo per X, il suo valore, e dicendo R la resistenza rife- 
rita all’unità di lunghezza ed all’unità di sezione, ed co la 

sezione del conduttore, cosicché sia r=R^, le espressioni di 

E e di i si riducono alle 



(36) 



•••■*= qrsL— : sen ‘V tf J • 

-t-2y^(— i)"C08 njs-è » 



(37)... i=- 



valevoli per tutti i valori di t diversi da zero. 

Queste espressioni soddisfanno alle equazioni differenziali ; 

LdE 



i =-i y-=j 
' r d 



di _ 1 d E 

ds~ 2 di 



che danno coll’eliminazione di t : * 

dE „ Ld'E 

' 

equazione della forma di quella da cui dipende la propaga- 
zione del calore nei corpi solidi. 

43. Se, stando tutte le altre circostanze le stesse, si hanno 
due conduttori diversi, per il primo dei quali la lunghezza, la 

sezione, la resistenza unitaria ed il valore di log. - sieno L, co, 

OL 

R, y, e pel secondo L, co, R 1 , y', se si considera sul primo 
conduttore un punto determinato dalla distanza s dall’origine, c 
se si prende sul secondo conduttore il punto $' per cui si abbia 
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in quei due punii si avranno cariche elettriche ed intensità , 
che varranno una stessa frazione della carica c dell’ intensità 
finale, tulle le volte che sarà: 

87 “’ ,f_ 8y« 

n'ir ~ RL' 

11 tempo necessario perchè aH’eslreniilà del conduttore, che 
comunica a terra si produca un’intensità, i cui valori sieno 
una data frazione dei valori finali, dicesi durala relativa della 
carica. L’ultima eguaglianza dimostra che questo tempo è pro- 
porzionale inversamente alla sezione coi, e direttamente alla re- 
sistenza unitaria R, al quadrato della lunghezza L e ad un 
coefliciente 




Lo stesso avviene della durata assoluta della carica, cioè de! 
tempo che passa tra l’istante in cui si chiude il circuito, e 
quello in cui all'estremità opposta a quella congiunta colla pila 
si produce una carica ed una intensità di corrente di dato 
valore assoluto, purché, pei due conduttori, q ed r abbiano lo 
stesso valore. 

44. Si è trovalo 

O = 2 £7 , 

c di qui si ricava 



I E 




cosicché q rappresenta la quantità di elettricità libera, riferita 
all'unità di lunghezza, che si deve avere in un punto qualunque 
del conduttore, acciocché il valore del potenziale 0 per quel 
punto sia uguale all'unità. 

E questa quantità è quella clic Thomson denominò coefficiente 
di carica, oppure capacità elettrostatica. 
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Nello stabilire le equazioni generali noi non abbiamo tenuto 
conto delle azioni esterne esercitale dall' elettricità libera del 
conduttore, epperò abbiamo trovato che q non dipende clic 
dalle dimensioni del medesimo. Queste azioni però sono inevi- 
tabili, c la loro influenza può essere notevolissima. Se per esempio, 
come accade nei conduttori telegrafici sotterranei o sottomarini, 
il li lo metallico è coperto di un involucro isolante, poi di un 
inviluppo metallico ed immerso cosi in un mezzo relativamente 
conduttore, come ò l’acqua salsa, confò la terra umida, esso si 
carica come un condensatore elettrico, e la quantità di elettricità 
necessaria a produrre il potenziale uno ò maggiore di quella che 
corrisponderebbe allo stesso filo quando questo fosse scoperto. 
II valore, che in questo caso prende il coefficiente di carica q, 
dipende dalle dimensioni del filo metallico e dell'involucro iso- 
lante e dalla natura di questo. La nostra teoria non basta evi- 
dentemente a determinarlo, ma è chiaro ch'esso sarà maggiore 
clic per un filo scoperto (*). 

45. Tutte queste leggi sono stale dimostrale pel caso in cui 
la resistenza del circuito sia grandissima, talché valgano le (34). 



(*) Se « è il raggio del filo metallico, fi’ il raggio della superficie ci- 
lindrica, che limita esternamente l’involucro isolante, si ha, secondo 
Thomson, quando il filo c l’involucro sono concentrici 



7 = 



8!og- 



e quando sono eccentrici, detta r la distanza dei due assi : 



7 = 



K 



8 log. 



fi"- F* ’ 

/? fi' 



ove K è una costante, che dipende dalla materia di cui è formato l’invo- 
lucro, ed è circa 2 polla guttaperca. 

Nello formolo di Thomson invece del coefficiente numerico 8 si ha il 
coefficiente 2; ciò dipende dalle unità scelte per misurare le intensità 
e le resistenze. 

0 
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Siccome queste si ricavano dalle (18') e (19') sopprimendo 

soltanto il termine in — , possiamo anche dire, che esse son 

vere in tutti quei casi, in cui la propagazione dell - elettricità 
si fa così lentamente da potersi trascurare refletto dell’ indu- 
zione. Gaugain, com’ è noto, le ha ritrovate tutte sperimental- 
mente, operando su cattivissimi conduttori. 

Ma sarà egli anche possibile trovarle verificale per conduttori 
metallici? Facciamo un esempio numerico. Sia un filo di rame 
della lunghezza di 1000 chilometri e del diametro di 0 mm ,666..., 
uguale cioè al diametro del campione di Jacobi. Per questo filo 
c 7=21,822, r=0, 3257. 1 0~’ , epperò 



32 y 

rcy» 



= 0,034 . 



Questo valore c abbastanza piccolo a fronte dell unilà, perchè 
per valori di » non grandissimi, epperò pei primi termini, che 
sono i più influenti, delle serie che dànno E ed 1 , esso si possa 
trascurare ed avere tuttavia risultati prossimi ai veri. Dobbiamo 
perciò prevedere che quelle leggi saranno per fili di grande lun- 

, . . 1 
ghezza (e tanto più pei conduttori sottomarini, ove ad — devesi 

“7 

sostituire un numero maggiore) prossimamente verificate. 

327 

Ma poiché, per quanto la quantità ^ sia piccola, finché 

essa è finita, il suo prodotto per n, crescendo questo numero, 
finirà per diventare prossimo all’unità e poi per superarla, 
dobbiamo conchiudere, che benché la massima parte dellelel- 
tricilà si trasmetta ne’ conduttori di grande resistenza secondo 
quelle leggi, ve ne saranno tuttavia sempre altre parti, che si 
propagheranno con leggi diverse da quelle e fra di loro. Si 
rifletta ora a ciò che deve risultare da una tale mescolanza di 
movimenti elettrici, i quali sono soggetti a leggi affatto diverse; 
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si consideri , clic noi abbiamo sempre fallo astrazione da un 
elemento perturbatore, nella pratica inevitabile , cioè dalla di- 
spersione dell’elettricità .alla superficie del conduttore, e si capirà 
come le più accurate esperienze abbiano potuto rivelare notevoli 
divergenze dalle leggi enunciate. 



• XIV. 

Equazioni generali per un conduttore lineare 
di forma qualunque. 

iG. Le espressioni (17) di £1 e di U non sono valevoli che 
nei casi in cui due punti del filo non possono essere 1' uno 
all'altro infinitamente vicini, se non è infinitamente piccolo l'arco 
fra loro compreso; c le equazioni (18) e (19) con tulle le 
loro conseguenze, delle quali si è discorso fin qui, non possono 
rappresentare approssimativamente i fenomeni per un conduttore 
dato di dimensioni rinite, se questo è cosi fatto, clic alcune sue" 
parli si trovino abbastanza vicine ad altre non contigue, perchè 
vi possano esercitare attrazioni elettrostatiche c fenomeni d’in- 
duzione sensibili. Per tutti questi casi è necessario ricorrere alle 
equazioni generali (7), (9) e (10), o più semplicemente, se si 
suppone ancora che il filo abbia una sezione infinitamente pic- 
cola, alla prima delle (7), portando in questa per 0 ed V i 
valori (16). 

L'equazione generale, alla quale si arriva in questo modo, si 
semplifica notevolmente per un caso speciale frequentissimo, 
quello del circolo ; e l’esame di questo caso, che dopo quanto si è 
dello finora, si potrà faro in poche parole, basterà a mostrarci 
quanta influenza possa esercitare sulle leggi della propagazione 
dell'elellricilà la forma della curva, su cui è disposto il filo. 

47. Riprendiamo le equazioni (16) e (IO 1 ) : 
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„ «... I CE'ds 

12 = 2/; log. - •+- I , 

« J r 

U— 2 i log. ^ — cos. (r,rfs)cos. (r,rfi') . 



Supponendo che il conduttore formi da se un circuito chiuso, 
E ed « debbono essere funzioni periodiche di periodo L, e le 
possiamo mettere, come al § X, sotto la forma 






,sen. ni — s-t-o„ cos 



2 n \ 

m T s ) ’ 



L \ ^ 1 /<Z6 m 2<: </a„, 2?r \ 

,= -r,Lml^ sen w T 5 -Tr C0S W 7 r s ) * 



Portiamo questi valori in Q ed in U, e facciamo s'=s-ha; ot- 
teniamo cosi : 



£2 = 2 log. 



Z / 2 n 2 n \ 

I o m scn.rn -j- s-t-o m cos. m — s I 




/ 2?: 2 7T \1 

OmCOS.I + I , 



17= —2 log. 



i A 

a 4 7r . 



1 db m 2 n 2 7r \ 

7 - ( -7- sen. m s — cos.m— j) 

in \ al L di L / 




cos.(ry/i)cos.(r,</s')— 



db„ / 2 7r 2 n \" 

7r sen.(m T , + m T ^ 

da m / 27i 2* \ I 

-rfT e 08, \ m 7T* + w X / J 



onde , sviluppando i seni ed i coseni delle somme , e fa- 
cendo 
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2 7T 



iY = I -son.m -7-7^7 

r /< 



n , / 1 2 rr . 

A = 2 log. - -t- - cos. m — 7d7 , 
et r L 



in 



M =: I -cos.(r,</s)cos.(r,rfi')scn.m — 7-rf7 , 



/ i 2?: 

M'=i log. - -+- - cos. (r,ds)cos. (r,d s') cos. tn -^cdv , 



.si ba 






^ ( («« N' - b m N )scn. m ^-s -+- (a„, A r -+- 6 m A r ’ ) cos. m ~ , 



U=- 




l d -hnM’^ 




k in 

1 con tu e 


\di ‘ 


dt J 


| Wl j 0 


/ ^ b/n 1 / d o m .. , ^ 


1 2 71 

I COS. m ~£* 



Supponiamo inoltre che la forza elettromotrice F,, sviluppata 
da cause esterne al conduttore, sia una funzione di 1 e di t 
rappresentata dalla serie 



,, Y^/, in in \ 

F. = > I U sen. m — s -+-g m cos. m -j- s 1 



ove f n c g m , come le a m e b mì sono funzioni di /; scriviamo 
nella 1* delle (7) s invece di x, moltiplichiamo i due membri 
di quest'equazione per ria’, poniamovi i invece di poi 

sostituiamovi ad Q, U, F t i valori precedenti, ed avremo l’e- 
quazione 
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vi 



dj>„ 

dr 



il i>.. 



2 re’ e’ m’ A”. 



■I 



ij ( 'nm f HI d A a m l n c 2 in* I\ \ 

^ Tur ’ m * F JF H Tir ~ ' 



HtiK'ksr <it i. .w 

M d'a m , 2re*c’»«’A’ 



2re 

sen. m—j-st 



V 



d' a „ 

77 * 



du„ 



2 re’ c* w* A‘ ’ 



8 nx'kil' di T M' 

2 re* c* m’A' , 



c* rem il d'b, 

TuP 9m ~ F77* 



2 7T 

► CO*. VI -j-V 
/ / 



A* .1/ 



48. Le quantità, che abbiamo rappresentato con A T , A”, ;V, F 
sono determinale dalla forma della curva data, c sono fun- 
zioni di s. Nel caso in cui questa curva è un circolo, e solo 
in questo caso, queste grandezze hanno un medesimo valore 
per lutti i punti del circuito. 

In questo caso le quantità tra parentesi nell'equazione prece- 
dente essendo indipendenti da s, quest'equazione non può essere 
verificata per lutti i valori di questa variabile, se le due pa- 
rentesi non sono nulle separatamente; epperò le funzioni di I 
rappresentale da a e b debbono soddisfare alle equazioni dilTe- 
renziali : 



I d 1 a„ 



e* 



di' 



d'b 



da m 

8rea‘AF di 



2 re’c’w’A ' 

~17W 



a... — 



IT, 

M' dr 

db.,, 



2re*c*m’A r , 

*—iU 

2 re’c’ m’A" , 



r re m 

Tur 



c’ rem 



di' 8 rea 1 kiV di ’ A* J/ ' ^ 2 A .1/ 

M d‘n m ìti'c'hi'N 



\ ~ ir dr A * M ' m • 

40. Si dica II il raggio del circolo, e si avrà 

A = 2 re//, r = 2/?scn > angolo (r, </*) = (»•, t/s')= 



*2/f 
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ni 7 , 

s °" ~« * ' i 

— , A'=2la s . ; + - 

*"'*S 



m7 . 

cos. a a 

n 



7 1117 

s«“ n T i ' 7 



et 1 I nt7 7 









; = JV -fj c»». T5e „. e Ja. 

RPn '7/f 



Perciò facondo ^ = 3, od osservando, che 



son. 2 m s 



cos. 2 nr. 



= 2 cos. (2 m — 1) s-«- 2cos. (2iw — 3): 

2 cos. s , 

= — 2 sen. (2 »n — 1 ) s — 2 scn. (2 «i — 3) z 



— . — 2 sen. 3 -+- 



.Vmz. sen. zdz = _ sen.(2;n — 1): 

2(2 m—\) ' ' 



2(2m-t-1) 



scn.(2m-t-1)s 
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j' cos.2mz.sen. zdz= 

si ricava facilmente 
A r = 0 , 



2(ìm -1) 

I 



2(2m-h 1) 



cos. ( 2 m — \ ) z 
cos. (2»i-+- I): , 



. / l \ M 1 

/V = — 4 ( COS . " — rr ~ COS. ~ — r + ... + * 

\ 4 II 3 4// 2m- I 

-2log.lan.^ + 2log.^ , 
iV=0 , 

»/'= /V' + — cos. (2 m 1 ) ^ 

2»i+l ' ' 4 /? 

1 /„ ,v 1 

-sr=T c '”-< 2m - ,) T7r 



3/ 



(30)... 



1 ( 2 m — I ) / ' 

cos. ' 






La lunghezza / dell’elemento di circuito, che si considera come 
cilindrico, è arbitraria, e la sua scelta è solo limitata dalla con- 
dizione che tanto * quanto ~ sieno infinitamente piccoli, ose 

si vogliono applicare le formolo ad un caso pratico, clic essi 
sieno due numeri piccolissimi. Per esempio si può porre l—Ylilt. 

In grazia dei valori (39) le due equazioni (38) si semplifi- 
cano ancora, e si riducono a 



d % o m 


c 1 


dn m 


27T 1 C , «l > A" 

_4 


di 1 


Hna'kM' 


di 


IMI' 


d'b m 


c * 

i - . __ 


db m 


2^’c'm* A" 


di * 


8 na* Ai/' 


di 


A* Al' 



c* n m 

Tuf' 9m ~ () * 



—ìOLr — o 
2 Ul' lm 



e queste, supponendo g m = f m = 0, c dicendo r la resistenza 

----- del circuito, si riducono alla lor volta alle 
tih k 
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c'r 


da m 


2 c 1 ;r* ni* 


N' 


di * 


^8 M I. 


di 


L x 


1 "m — u J 


d'b n . 


c'r 


db„, 


2c* n'm 1 


N' 

— li —0 . 


dt x 


8 HI' L 


dt 


L x 


HP m ~° 



le quali non differiscono dalle (23) che per i coefficienti di 

e e di a m e b„; nel primo dei quali vè qui HI' al posto 

l iV 

di 2 log. - , e nel secondo vè il fattore ~^p y che in quelle non 



figura. 

Dunque tulle le leggi trovate per i conduttori, pei quali si 
può trascurare l’azione esercitala sopra ogni punto dai punii ad 
esso non infinitamente vicini, si ritrovano verificate ne’condultori 
piegati a circolo con un raggio tale ehe ogni loro elemento eser- 
citi sopra gli altri, ancorché non attigui, un'azione sensibile, 
purché ai valori (2i) e (29) di h e di p, ed al valore di p! 
dato al § XI, si sostituiscano rispettivamente i valori 



h- 



c‘r 

1 0 . 1 / 7 . 



y 



p- 






2 c x m x 



L 1 





t c x in 1 n‘ A' 

7 / W ‘ 



50. Tra le conseguenze di queste modificazioni, questa es- 
senzialmente dev’essere notata: che mentre in un conduttore 
rettilineo, o che si possa considerare come tale, tutte le onde 
semplici, nelle quali abbiamo immaginato scomposto il movi- 
mento dell’elettricità nel caso discusso al § X, e ciascuna delle 
quali è rappresentala da un termine delle somme (30) e (31 ) , 
diminuiscono col tempo secondo una stessa progressione ; nel 
caso attuale invece la diminuzione d’intensità essendo dovuta al 
fattore e ~ h ‘ , ed h dipendendo da HI' c quindi da ni, quella 
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diminuzione segue una legge diversa secondo i diversi valori 
di m, secondo cioè il numero d’ordine del lermine clic si con- 
sidera, o finalmente secondo le diverse onde semplici. 

Le velocità di propagazione delle onde semplici dipende- 
ranno anch’esse dai valori di M' e di JV, e quindi, ad ugual valore 
. 32 v 



di 



r , dal raggio di curvatura del conduttore ; ma tutte queste 



crVi’ PO 

velocità avranno ancora un limite comune, e questo limite sarà 
. c 

come prima .-= . 

1 Vi 

XV. 

Conclusione. 



51 . Non è da una teoria, che riposa sopra principii provali 
finora sperimentalmente solo in casi speciali, in guisa che le sue 
formolc fondamentali potrebbero non contenere lutti i termini 
delle forinole, che esprimono le vere leggi della natura, che io mi 
affretterò a dedurre conseguenze; nè mi propongo di abban- 
donare il campo della pura fisica matematica per ricercare 
coll'induzione il meccanismo degli stati elettrici e delle correnti. 
Tuttavia, come risultante dall'insieme dei fatti esposti, e come 
occasione a ravvicinamenti, un’osservazione ci si presenta da sè. 

Abbiamo trovato espressa la velocità-limite di propagazione 
delle onde elettriche, ossia quella velocità, con cui gli stali 
elettrici si trasmetterebbero lungo i conduttori, se fosse possibile 
che questi fossero privi affatto di resistenza; velocità colla quale 
sempre si propaga una parte dellelctlricità eccitata, qualunque 
sia la resistenza del circuito, c che pelle onde elettriche è un 
massimo assoluto, da un numero che differisce da quelli stati 
trovati polla velocità della luce negli spazi interstellari di una 
quantità molto inferiore agli errori probabili di osservazione. 
Questa coincidenza non cercala non saprebbe essere fortuita, e 
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sarebbe impossibile non vedervi provalo come nella propagazione 
degli siati elettrici intervenga quel medesimo etere, al quale si 
attribuisce la propagazione della luce c del calore raggiante. È 
un'idea non nuova, e che da gran tempo ha preso posto fra le 
convinzioni dei fisici, ma elio la sola esperienza non potrebbe 
confermare. 

E così quell’etere, la cui esistenza è incontestabilmente 
dimostrala dalla propagazione della luce negli spazi planetari, 
e dalla spiegazione semplice e completa dei fenomeni della dif- 
frazione nella teoria delle onde, quell'etere, che le leggi della 
doppia rifrazione provano con certezza esistere nell’ interno 
dei corpi trasparenti , queU’otcre la cui esistenza nell' interno 
dei corpi ponderabili pare oramai necessaria polla spiegazione 
della coesione, delle affinità chimiche e di tutte le azioni mo- 
lecolari, quell'etere si presenta qui come il mezzo propagatore 
degli stati elettrici. 

Ammesso l'etere, le leggi, a cui siamo arrivati, appaiono 
adatto naturali. Non vi è resistenza ? Il movimento elettrico 
deve manifestarsi istantaneamente appena propagato lo squilibrio, 
che ne è la causa (§§ VII, Vili c IX) ; interviene la resistenza, 
si fa cioè sentire l'influenza della materia del conduttore? Questa 
deve dapprima produrre una differenza nelle velocità delle varie 
onde elementari (§ X), poi spegnere alcune di queste (§ XI). Al 
limite una minima parte deirelcttricità si propagherà per onde, 
c la trasmissione degli stali elettrici dovrà avvenire come quella 
degli altri stati che si propagano di molecola in molecola, come 
quella del calore per conduzione. 

52. Si può dire di più. Mentre partendo dalla legge di Cou- 
lomb siamo arrivati ad una teoria delle correnti elettriche, la 
quale, finora almeno, non è contraddetta da nessuna esperienza 
positiva, non fu mai possibile, per quanto vi si sieno affaticali 
valenti fisici c geometri, come Weber, Kirchhoff, Helinholtz, di 
arrivare alle leggi note delle correnti prendendo le mosse dalla 



Digitized by Google 




1 6 

Corniola, che pur parrebbe dover presiedere a questi fenomeni, 
dalla forinola che con tanta semplicità ed eleganza dà ragione 
ad un tempo dei fenomeni elettrostatici , delle attrazioni elettro- 
dinamiche, dei fenomeni di induzione, dalla forinola di Weber. 
Non potrebbe questa impossibilità di dedurre dalla formola che 
dà l'allrazionc o la ripulsione reciproca di due quantità di elet- 
tricità in movimento, le leggi delle correnti, mentre queste si 
derivano facilmente dalla formola che regge le azioni reciproche 
di due quantità di elettricità allo stato di equilibrio, essere una 
indicazione sulla natura dell’agente elettricità? Pare che sì, se si 
ricordano le esperienze di Grove e di Gassiot, che sembrano 
provare, che la scarica elettrica diretta non può passare nel 
vuoto assoluto. Finché questi risultati non verranno contraddetti 
da altre esperienze, questo almeno siamo autorizzati a credere: 
che la trasmissione degli stali elettrici si faccia di molecola 
ponderabile in molecola ponderabile ; che la forza elettromotrice 
trovi questi stati nella molecola, e ne produca la comunicazione 
alla molecola successiva; che (possiam dirlo come cosa che altre 
considerazioni hanno fatto intravedere da gran tempo) lo stato 
dell’atmosfera eterea di una molecola costituisca lo stato elettrico, 
e la trasmissione di questo stato alle molecole successive sia la 
correlile. 

La notevole esperienza di Fizeau sull’influenza esercitala sulla 
velocità della luce dal movimento del mezzo ponderabile, in cui 
quella si propaga, l’ipotesi a cui Fresnel dovette ricorrere per 
ispiegare il fenomeno, secondo la quale le molecole ponderabili 
sarebbero attorniate da atmosfere di etere, la cui densità si 
sovrapporrebbe a quella dell’etere ambiente, ed il modo completo 
con cui il Mossotti è riuscito a spiegare col rigore dell’analisi 
le azioni molecolari, ammettendo che tra la materia ponderabile 
e l’etere operino le forze attribuite da Spino alla materia ed 
all’elettricità, giustificano queste idee. 

53. Ma anche indipendentemente dalla considerazione delle 
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correlili, l’intima connessione tra i fenomeni elettrici e resistenza 
dell’etere è indicata dal semplice principio di Weber. Secondo 
questo principio due quantità di elettricità e, e\ accumulate su 
due punti distanti tra loro di r, esercitano l una sull'altra un’at- 
trazione espressa da 



ee'i ' 1 dr 1 2r d l r\ 

V y ~"c i Jr ^ V (77* / 



La costante c è quella velocità relativa delle due quantità di 
elettricità, per cui esse non esercitano più tra di loro alcuna 
azione reciproca. Koblrausch e Weber ne determinarono il va- 
lore confrontando l'unità elettromagnetica delle intensità colla 



unità meccanica, e questo valore c= 439450. \ 0 6 



millimetro 
secondo ’ 

ha tali rapporti con quelli delle costanti che si incontrano nella 
propagazione della luce, che il fatto non poteva sfuggire ai fìsici. 

Riemann pel primo ba dimostrato che si può arrivare alla 
formola di Weber ammettendo che le attrazioni elettriche non 
si trasmettano istantaneamente, ma si propaghino invece tilt- 

£ 

l’allorno del punto, da cui emanano, colla velocità ^ che è 

r - 

quella della luce ( B ). Betti recentemente ed altri partendo da 
altre considerazioni arrivarono allo stesso risultato. 

Ammettendo come Biemann, che le azioni elettriche si trasmet- 

c 

tano colla velocità il Prof. Lorenz di Vienna ha mostrato (***) 

che le equazioni generalissime (7) si semplificano notevolmente. 

In un’analisi delle varie teorie della dispersione della luce 
il sig. Kelteler prende a considerare l'influenza sulla velocità 
della luce, esercitata dalle molecole ponderabili ed arriva così 



(*) Pitggemlorffs Amale » . voi. 131, pag. 237. 
(**) Id. id. pag. 243. 
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ad uni* forinola di dispersione, elicgli dimostra abbastanza d'ac- 
cordo coll'osservazione. Applicala ai gas questa formula dimo- 
strerebbe, clic la velocità di propagazione massima die può 
essere raggiunta da un'onda di lunghezza infinita in un gas 
infinitamente rarefatto c = c. 

Cauchy ha dimostrato che dal fallo, che la velocità di propa- 
gazione del raggio ordinario nei cristalli ad un asse è costante, 
sembra risultare che le molecole dell’ etere si respingono nella 
ragione inversa della sesta potenza della distanza; c Briol nella 
sua teoria matematica della luce , uguagliando a zero il termine 
clic produrrebbe la dispersione nell'etere libero, arriva allo stesso 
risultato. Se questo fosse vero, la velocità di propagazione delle 
vibrazioni longitudinali sarebbe uguale a quella delle vibrazioni 
trasversali moltiplicala per 2^2, c quindi, ricordando il valore 
di e, essa varrebbe 2c . 

Tutte queste relazioni si pongano a confronto col fatto della 
rotazione del piano di polarizzazione di un raggio di luce, che 
attraversa un corpo trasparente sotto l'azione di caiamite lem- 
porarie ed anche di semplici eliche percorse da correnti; col 
fatto, scoperto da Pliicker, delle attrazioni c ripulsioni diama- 
gnetiche esercitate dai poli delle calamite sugli assi ottici dei 
cristalli birifrangcnti; col fatto, contestato bensì, ma a difesa del 
quale stanno molti depili accurati sperimentatori, deUinfluenza 
elettromagnetica esercitata da alcune parli della radiazione so- 
lare. ( tt ) ; e ci si permetterà di conchiudere come conehiudc il 
Lame la sua teoria dell'elasticità, dicendo deU’eterc: « 11 n'esl 
» donc plus possible d'arriver à ime explication rationnellc et 



(") I» una memoria letta nell’adunanza dell'Istituto Lombardo di 
scienze, tetterò ed arti, il 25 novembre 1852, il Profess. Codazza, collo 
scopo di vedere so questo latto Tosse possibile noll’ipoteal dot Mossotti, 
ha dimostrato col rigore dell'analisi, elio veramente in quest’ipotesi le 
vibrazioni lohgitudinali dcU’etcrc potrebbero produrre nc’eorpi, in cui 
queste si propagano, la polarizzazione elettrica. 
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» completo de la nature physique, sans faire intervenir cet 
» agoni, doni la présence osi inévitable. On n'en saurail douter, 
» celle inlervenlion, sagcinent conduilc, (rouvcra le sécret, 011 
» la vérilable cause dea effets, qu’on allribue au caloriquc, 
» à leleclricilé, au magnétisme ...... E (piando questo se- 
creto sarà trovalo, si polrà dire, cbe Koklrauscb c Weber, 
misurando la costante c, hanno misurato la velocità della luce, 
non servendosi d'altro, che di una bottiglia di Leyda, di una 
bussola delle tangenti e di una bilancia di Coulomb. 
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MOPOSIZIO.XI DI GEOMETRIA 



Se per un punto della linea di contallo tra una superficie 
qualunque ed una superficie sviluppabile, ad essa circoscritta, 
si conducono la tangente alla linea di contatto e la generatrice 
della superficie sviluppabile, queste due retto si dicono tan- 
genti coniugate alla superficie data nel punto considerato. 

La posizione reciproca delle tangenti coniugate in un punto 
di una superficie data non dipende che da questa superficie. 

Le tangenti coniugate sono reciproche; cioè se la generatrice 
di una prima superficie sviluppabile è tangente alla linea di 
eoulalto di una seconda superficie sviluppabile, la generatrice 
di questa è tangente alla linea di contatto della prima. 

2 . 

Sul piano tangente in un punto della superficie data si può 
sempre descrivere una linea di secondo ordine avente il centro 
in quel punto, e della quale .ciascun sistema di diametri con- 
iugati coincide con un sistema di tangenti coniugate. 

Onesta linea dicesi indicatrice. 
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3 . 



I due assi dell'indicalrice, o le tangenti coniugate ortogonali 
sono tangenti alle linee di curvatura della superfìcie. 

Per un medesimo punto della superfìcie data il raggio di 
curvatura di ciascuna sezione normale è proporzionale al qua- 
drato del diametro dell' indicatrice situalo nel piano di questa 
sezione; epperò, secondochè l’indicatrice è un’ellisse od un'iper- 
bole , la somma o la differenza dei raggi di curvatura delle 
sezioni normali, che corrispondono a due tangenti coniugate, 
è costante ed uguale alla somma od alla differenza dei due 
raggi principali. 
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PROPOSIZIONI DI GEOMETRIA ANALITICA 



1 . 

1 punti di flesso di una curva algebrica di ordine « sono 
situati sopra una seconda curva algebrica di ordine 3 (n — 2). 
Quindi una curva algebrica di ordine n ha generalmente 3n(n — 2) 
punti di flesso reali od immaginari. 

I punti di flesso di una curva di terzo ordine sono perciò 
sopra una seconda curva di terzo ordine, e sono in numero di 
nove. 



2 . 

I.a retta, che unisce due punti di flesso di una curva di 
terzo ordine, incontra la curva in un terzo punto di flesso. 

Esistono dodici rette, che passano ciascuna per tre punti 
di flesso di una linea di terzo ordine; esse formano quattro 
sistemi di tre rette ciascuno, ed i nove punti di flesso sono 
tre a tre sulle tre rette di ciascun sistema. 

Dei nove punti di flesso di una curva di terzo ordine sempre 
tre sono reali e sei immaginari. 
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3 . 



Se per un punto di una linea di terzo ordine si conducono 
tre rette, die incontrino di nuovo la curva, ciascuna in due 
punti, i sei punti d‘ intersezione cosi ottenuti sono sopra una 
conica, se il punto dato è un punto di flesso; e reciprocamente 
se i sei punti, in cui una linea di terzo ordine è intersecata da 
tre rette condotte per un altro punto della stessa curva, sono 
situati sopra una conica, quest'ultimo punto è un punto di 
flesso. 

Se, condotte per un punto di una linea di terzo ordine delle 
secanti a questa curva, si prende sopra ciascuna secante la 
media armonica fra i suoi due segmenti, i punti di divisione 
cosi ottenuti sono in linea retta ogni qualvolta il punto dato 
è un punto di flesso; e reciprocamente, se il lungo dei punti 
armonici è una linea retta, il punto dato è un punto di flesso , 
della linea di terzo ordine. 



'''v/vfu'J ♦ v 
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PROPOSIZIONI DI CALCOLO INFINITESIMALE 



\. 



Se si rappresenta con h una costante positiva qualunque, 
con nn il massimo multiplo di n contenuto in h, c con ©(y) 
una funzione di y, la quale, per 0 <»/</(, sia finita e deter- 
minata, non sia discontinua che per un numero finito di valori 
di y, c non presenti un’infinità di massimi e di minimi; c se 
nell' integrale 



sen. city 
sen .y 



?(y)du 



si fa crescere il parametro a oltre ogni limite, il valore dell'in- 
tegrale converge verso il limite 



ti I ?( 0 )-*-?( 7 r — 0) 0)-«- 9 ( 27 r- 0)-»- 77 -*- 0) 
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se A = hr, e verso il limile 

£ [? ( 0 ) -+- ?("- 0 )' ?(*-•- °) -+-••• ■+* fi” * “ °) ■+■ ? (« "- 4 * 0 ) ] 

se A>n 7i; ove f(i*R±0) rappresenta il limile, verso cui con- 
verge <p (i ti — e) mentre £ converge verso zero. 

La proposizione è vera anche quando per uno o più valori 
di y , in numero finito, compresi tra 0 ed A e differenti da 
zero o da un multiplo di r, la funzione <p(y) diventi infinita; 
purché, detto A, uno qualunque di questi valori di y , gli in- 
tegrali 

( <?(y)dy , I <?(y)dy , 

y v *i 

abbiano, rispettivamente per A, >y>0 e per h>y>h,, valori 
finiti e determinati , che convergano verso zero mentre y con- 
verge verso A, . 

Se nelle vicinanze dei valori r, 2r,...,rr di y la fun- 
zione <p(y) è continua, si ha più semplicemente: 



se h—n - , e 

r * 

I 

scn.«i/ 



lim. 






se A > n - . 



Digitized by Google 




2 . 



80 



Purché la funzione <? soddisfaccia alle condizioni precedenti, 
si ha per — 7r<a?< -«-zr : 



itrra* 



rr 

f(y)cos.n(y-x)dy 



= Jf(y) fos «(y- a; ) (/ 2/ ■ 



Se tra —ne -i-n la funzione <p(x) h continua, il primo 
membro di quest'uguaglianza può scriversi semplicemente <p(x). 
In tutti i casi si deve porre al primo membro 

![?(*) -* ? (-7r)] 

per x~—n. 



3. 



Ammesse le stesse condizioni, si ha per 0<$<oo: 



g (x -+-0) -t- ? (x — 0) | = — I cos.fìxdfi 



f (Sf) cos.(3 ydy 



= - I cos.|3 xd t 



P » , 

3 U(i/)cos. fi ydy ; 
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por 0 < x < OC : 



- scn.j3 xdp y (ij) sen .fiydy 



— - sen.pxrfjB I 9(y)scn.pyrfj/ ; 



e per tulli i valori di x Ira — oc e -+- oc : 

/' -f o» /»-♦-* 

lL(ap-t-°)-i-f(*-0)j = ^_ ?(y)cos .fi(y-x)dpdy. 

* — « V — 3* 

Per i valori di x, per cui y è continua, il primo membro 
si riduce a <p(x). 

La proposizione si può estendere ad una funzione di un nu- 
mero qualunque di variabili indipendenti. 



^DCSìOCG*^ 
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PROPOSIZIONI DI MECCANICA RAZIONALE 



\. 



Dato un sistema di punti materiali soggetti a \ incoli qua- 
lunque indipendenti dal tempo ed in uno slato di equilibrio 
stabile sotto l’azione di forze funzioni delle sole coordinale, 
si allontanino di quantità infinitamente piccole questi punti 
dalle loro posizioni d'equilibrio, ed impressevi velocità infini- 
tamente piccole, si abbandonino all'azione delle forze date. Gli 
incrementi delle coordinale dei punti saranno costantemente 
infinitesimi, e se, avuto riguardo alle condizioni del sistema, 
le coordinale si possono esprimere in funzione di n variabili 
a, |3, y, 5, .. le equazioni del movimento sono pure n e si 
possono mettere sotto la forma: 



d'a r 

- — — ni « -f- m, a -+- »«•/ 

dr 1 ' 

jìi = 
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Di qui il seguente teorema: 

Se a', ft', •/, . . . sono i valori delle variabili indipendenti alla 
fine del tempo I , quando all’origine del moto si ha 



a — ot, 



« — a 

i 3 — pi 



d a. _ dj 3 

Tt~ ìl " Ti~ v " ’ 



se sono a'', f3", . , i valori delle variabili dopo il tempo /, quando 
per f=:0 si ha 



«— «i , = 



rfa _ _ 

rf/ - "*’ li ~ v ' ' 



e cosi di seguito per quanti si vogliano stati iniziali diversi; 
si ha alla fine del tempo t 



|3 = j3'-4-|3" ,3"' -t- . . . , 



purché per <=0 sia 



« = «, - 4 - a, -+- 



O fi , o 

p — PI*HV 



rfa 

di 

d l 

dt 






= 0 , -+- », -t- 



2 . 

Se nel sistema si introducono nuove forze capaci di far subire 
ai loro punti d’applicazione spostamenti infinitamente piccoli, 
il movimento, che prenderà il sistema, risulterà dalia sovrap- 
posizione di due altri: l’uno corrispondente allo stalo iniziale 
proposto, senza introduzione di nuove forze; l’altro corrispon- 
dente all’introduzione di queste forze senza spostamenti nè ve- 
locità iniziali. 
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Le soluzioni generali delle equazioni dilTerenziali precedenti 
sono: 

cc — A scn. (A* l-4-s} -+- A sen. {k l-\- s ) + « • . , 

(3 = A/?,scn.(k/-hs) -+- A'B/seo.(k'/-ht') 
y =A //, sen. (kt-i-s) -+- A'BJ sen. (//'/-+- *') -+- 



ove 3, <4',. . ., s,s', .... sono costanti arbitrarie da determinarsi 
secondo lo stato iniziale, e . . .,/?,,/?/, . . ., k,k\ . . . . 

sono costanti che dipendono dalla natura del sistema. 

Perciò qualunque movimento di un sistema di punti in nu- 
mero finito, i quali sicno stati spostati infinitamente poco da 
una posizione di equilibrio stabile, può essere considerato come 
risultante dalla sovrapposizione di tutte o di alcune delle diverse 
oscillazioni semplici, di cui il sistema è capace. Queste oscil- 
lazioni semplici possibili sono tante , quante sono le variabili 
a, /3, . . . , che permette la natura del sistema; quelle di un 
medesimo gruppo hanno lo stesso periodo, e le loro direzioni 
diverse e la durata del periodo dipendono unicamente dalla 
natura del sistema; le loro ampiezze c le loro fasi dipendono 
invece dalle condizioni iniziali. 

Se i valori di k,k', . . . sono tra loro commensurabili, detto 
fj. il loro massimo comun divisore, il sistema ritornerà alla 
posizione primitiva ad ogni intervallo di tempo 0 dato da 

0 =^ . 

V- 

Se k,k\ . . . sono incommensurabili, è impossibile che il si- 
stema prenda in due istanti diversi la medesima posizione. 
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morosizioNi di fisica sperimentale 



1. 

Due gas , separati da un diaframma poroso , si mescolano 
attraversando il diaframma in quantità diverse. 

Se invece di gas semplici si hanno mescolanze di gas diffe- 
renti , ciascuno di questi attraversa il diaframma nella propor- 
zione che gli è propria. 

2 . 

Se il diaframma non è costituito od impregnato di materie 
aventi per alcuno dei gas adoperati un potere assorbente spe- 
ciale, il volume di ciascun gas trasmesso in un dato tempo è 
ad un dipresso inversamente proporzionale alla radice quadrata 
della sua densità. 

La natura del diaframma puf» però modificare ed anche 
invertire questa legge. 

3 . 

Questi fenomeni porgono un mezzo per avvertire , anche 
a distanza, la presenza di gas diversi dall'aria in un dato 
ambiente , e per separare gas di densità differenti uniti in 
mescolanza. 





\f r 
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